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1. 


Memoire sur le theor&me des fonctions complementaires. 
(Par Mr. Joseph Liowville a Paris. ) 


1. 
dans un memoire, je me suis occup“ tres en detail des 


fonetions complementaires, cest-u-dire de ces quantitcs quil faut ajou- 
ter aux valeurs des indices quelconques, pour les com- 


pletter et les rendre aussi generales qu'elles peuvent !ötre; et je suis par- 
venu & en determiner la forme et la nature, en m’appuyant sur les pro- 
prictds singulieres des fonctions exponentielles a exposants infiniment pe- 


tits*). Je ne crois pas qu’on puisse @lever d’objeetion solide contre l’ana- 
Iyse dont jai fait usage; ni qu’on doive esperer de decouvrir dans la 


question presente un prineipe plus fecond ou plus approprie au sujet; mais 
conıme la diversit@ des me&thodes contribue beaucoup ü Celaireir les points 
difficiles, et que le theor&me des fonctions compl@mentaires est sans con- 


tredit le plus important que Fon rencontre dans le nouveau calcııl ‚je 


pense faire plaisir & quelques lecteurs en y revenant encore, et en en de- 
duisant la d@monstration de considerations nouvelles, tres difförentes de 
celles qui m’ont guid@ en premier lieu. 


La theorie des fonctions complementaires est d'une manicre 
inseparable ü la thÖorie des fonctions dont les derivees peuvent ötre prises 
egales ü zero et qui disparaissent en conscquence par les diflÖrenciations. 
Cette verit@ est d’abord sensible dans le calcul ordinaire, car si Yon de- 
signe par 2 um nombre entier >O0, on sait que Ja fonction complömen- 
taire relative ülintegrale de lordre 2 ou ü la derivce de l'ordre — x, 


est de la forme: 


d’oü Fon conclut en diflerenciant: 0. Ainsi la fonction complemen- 


taire, relative ä la derivee de lordre —r, n'est autre chose que la fonc- 


*) Voyez le XXI'"* cahier du journal de P’Ecole polytechnique. 
Crelle’s Journal d. M. Bd. AI, Uft. 1. 
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tion qui satisfait a l’Cquation: 
dx” 
ou celle qui s’@vanouit aprcs une diff@renciation de lordre z. Cette pro- 
prict© des fonctions complementaires n’est pas bornde au cas le nom- 
bre n est entier positif, et n'est pas seulement un thÖor&me qu'on doive 


verilier @ posterior’, aimsi que nous venons de le faire sur cet exemple: 


=(, 


c'est une verite primordiale presque &vidente, qui srapplique toutes les 
ditiörentielles, quelque soit lindice x de diff@renciation. 

Pour le montrer, supposons que soit une quantit@ queleongue, 
fractionnaire ou non, positive ou negative, wcelle ou imaginaire; designons 
par y une fonction de x, et par «) la fonction complömentaire relative ä 


Ju 
. (dey y 
Tindice en sorte que si repr&sente une valeur particuliöre de 


la valeur generale puisse s’en döduire tout de suite en ajoutant le com- 
plement Y. On aura d’aprcs cela: 


Renversant actuellement les opÖrations qui ont nÄÖcessaires pour diffe- 
rencier, c’est-ü-dire intcgrant par rapport au indice on devra 
retrouver y dans les deux membres de l’@quation qui ont la möme gene- 


ralit@: or le premier membre 75. redonne evidemment y, et le second 
y+ / ; et comme ces deux rdsultats doivent Ötre dgaux, on en conclut: 
=0 ou: 0, 


ce quil fallait d&montrer et ce qui tablit le suivant: Ze der:- 
vee a indice u d’une fonction de x a pour fonction complementaire la 
guantite dont la derivee a indice —y peut Etre prise egale a 
Pour determiner genÖralement la forme des fonctions complemen- 
taires, il suffit done de chercher les fonctions que la difl@renciation peut 
faire disparaitre, ou, ce qui revient au ımöme, il sufit de chercher Vinte- 


srale de l’equation: dep 
0, 
dar 
etant une quantitC donnee quelconque. 


Mais cette recherche doit Ötre de quelques preliminaires 
ou nous prösenterons d'une ımanicre plus coneise et plus elögante que 
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nous ne l’avons fait jusquici, la formule qui sert ü difl@reneier Indices 
quelconques les puissances de x. 

Soient 2 et deux fractions, & volonte positives ou nÖgatives, 
reelles ou imaginaires. Il est evident que — representera une puissance 


queleonque de x, car nous n’excluons pas les valeurs entieres de n. Üela 
posd, le problöme prdliminaire que nous devons resoudre consiste cal- 
culer la derivce: 


Si nous supposons d’abord que n et n-+-u soient des nombres reels 
positifs, ou du moins des nombres imaginaires dont la partie röelle soit 
positive, la question dont je parle ne prösente aucune diflieulte. En etlet 
on a, en supposant, pour fixer les idees, 


ac? 
etant, conform@ment ü la notation de M. ZLegendre, Vintlorale eu- 
lerienne de seconde espece: 
/ 


et on en conclut sans peine: 


4 ac" (—1)\"T (ne) 


Mais si des deux nombres rn, est <O, cette formule 
parait d’abord inadmissible ü cause des «uantites infinies qui sy frouvent 
renfermees. Pour faire disparaitre ces +mantites infinies, nous avons eu 
recours ailleurs ü des considerations assez delieates qui supposent le o- 
reme des fonctions complömentaires. Comme notre objet present est au 
eontraire d’arriver une d@monstration nouvelle de ce theorcme fon«a- 


A 
mental, en nous appuyant sur les proprietds de la diflerentielle d“ —, un 


voit que nous devons renverser l’ordre suivi dans notre premier memoire, 

et donner, pour caleuler cette diflÖrentielle, un moyen direct, ind“pendant 

de la notion des fonctions complömentaires. Or ce qui est tres remar- 

quabie, c'est que non seulement la chose est possible, mais quelle est fort 

simple, en sorte qu’en suivant cette idee, nous avons decouvert, pour ar- 
> 


5 
1 
14 
nn 
x 
= 
> 
= 
= 
— 
= 
‚gar 
1 
> 
Pr x 
- 
DER 
AR 
- 


4 1. J. Liouvilie, sur le thloreme des fonctions complementaires. 


river au but cherch@, savoir ä la valeur de dr, une route preferable & 


toute autre, möme abstraction faite des motifs qui nous forcent A l’adop- 

ter ic. Le resultat auquel cette voie nous mene, et qui se deduirait 

egalement de nos recherches ant£rieures, consiste en ce que la formule 

(+.) est la formule gendrale pour la differenciation des puissances, en at- 
tachant la lettre une signilication qui va Ötre expliqude. 

4. 

Dans le cahier du journ«a] de T’Ecole polytechnigue, nous 

avons donnd les moyens de calculer d“—; dans tous les cas possibles; 


mais nous avons negligö d’avertir que la formule (4.) peut ötre regardde 
comme en renferment la solution generale, pourvu que Von altere un peu 
le sens naturel du signe T, conformement aux remarques faites par M. 
Legendre *), lorsquil a consider€ les expressions (2), en supposant 
un nombre negatif. 

Il parait necessaire d’entrer dans quelques details a ce sujet, afın 
de fiver bien nettement le sens precis que nous attacherons de“sormais 
au signe 

D’apres I’dquation conventionnelle: 


Tin) = 


qui a servi ü la definition de ces transcendantes, on voit que Ir) est 
une quantite finie tant que est positif, et que: 


Si l’on donnait actuellement ü 7 des valeurs negatives, il est evident que 
les valeurs correspondantes de I(r) seraient toutes infinies. Pour £viter 
cet inconvenient qui obligerait ü renoncer ä l’emploi des fonctions T (7) 
pour des valeurs de 2<{0, on change la definition precedente, ou du moins 
on ne la conserve que pour 2>0, et lorsque z2 est nul ou negatif, on 
calcule la valeur de au moyen de l’equation generale : 

que Von <tablit tout de suite quand z est positif, et que l’on £tend par 
une convention permise ü des valeurs quelconques de n. 


*) Dans ses ewercies de calcul integral. 
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Mais pour rendre plus sensibles a l’esprit ces conventions qui ser- 
vent a definir les fonctions T', nous dirons que: 
1°. Quand z est positif, on a: 


= 


Cette valeur ne peut jamais ötre ni nulle ni infinie. 
2°. Quand n est zero ou est compris entre 0 et —1, on a: 


1 
In)= .9".d9, 

Ainsi T(0)=x; mais pour toutes les valeurs de 2 comprises entre 0 et 
— 1, (n) ne peut ötre ni zero ni linfini. 

3”. Quand z est egal a —1 cu compris entre —1 et —?, ona: 

ce qui donne I ()=—%x pour z=—1, et seulement pour —1: 
ilny a d’ailleurs entre —1 et —? aucune valeur de z telle que Von 
at 

4°. OQuand z est Egal a —? ou est compris entre —? et —3, 


valeur qui n’est jamais nulle, mais qui devient infinie pour = —2, 
Et ainsi de suite pour les autres valeurs de n. 


Ce que nous venons de dire sufit pour etablir d’une maniere pre- 
cise le sens du signe I(r), lorsque 2 est un nombre reel: si n dtait e 
imaginaire et =p+97y—1, nous avons ü peine besoin d’ajouter que 3 
tout ce qui vient d’etre explique relativement ü z, devrait s’entendre, mu- 
tatis mutandis, de la partie reelle p, en sorte que: 

1°. Si p est positif, on a: 

expressiof qui n’est jamais infinie. 

il est bon d’observer ici, parceque cette remarque nous sera utile 


plus bas, quiln’y a pas de valeurs de p et de 9 qui puissent rendre nulle 
cette expression de I(p+yyY—1); et en eflet il est clair qu’on a: 


—ı 


quelle que soit lindeterminde x supposde >0: done on aurait pour ces m&mes 
valeurs de » et 9 l’&quation: 


NT 
N 
= 
- 
he: 
4 
> 
A 
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o 


et parceque x est quelconque, cette derniere ne pourrait subsister qu'au- 


tant que l'on aurait: 
— 


depuis 0 jusquä @=»x, ce «qui est absurde. 


2°. Si p est zero, ou si » est compris entre 0 et —1, ona: 


valeıır qui ne peut Jamais Ötre ni nulle ni infinie, puisque 9 est different 
de zero. 


3. Sip=—1, ou est compris entre —1 et —?, on a cette 


valeur qui ne peut jamais ©tre non plus ni nulle ni infinie: 


1 


et ainsi de suite. 

De ces döfinitions on döduirait toutes les propridt@s des fonctions 
mais cette recherche dtant etrangere au sujet de notre mdmoire, nous 
renverrons sur ce point a Touvrage de Mr. Zegerdre. Nous nous bor- 
nerons en tirer cette conclusion importante que l’equation (z) = 0 


est impossible, et que toutes les racines de l!’@quation: Ne ==0, sont n==0, 


n—=—I,n=—), s... cest-ü-dire zero ou un nombre entier ndgatif, 
pourvu toutefois que ce nombre ne soit pas infini. C'est la un corollaire 
tellement simple de ce qu’on vient de lire quiil serait superflu de nous 
y arrcter. 

5. 

Ce qui preeede une fois entendu, je dis que la formule (#.) est 
vraie, quels que soient 2 et 24-2, pourvu qu'on attribue au signe I’ la 
signilication dont nous venons de convenir. 

En effet cette formule est dejä d@montree pour les valeurs de 
et n plus grandes que zero, et nous allons faire voir: 

1°. Quelle est encore vraie lorsque 2 + devient negatil, restant 
positif. 

2°. Quelle subsiste dgalement lorsque devient negatif, quelgue 
soit u. 

En Ctablissant ces deux propositions, jıaurai d@montr@ que la for- 
mule (#.) est exacte dans tous les cas ol lon attribue ü l’exposant n et 


- ’o 
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a lindice x des valeurs rcelles: mais quand m&me ces nombres devien- 
draient de la forme p + yy—1, cela n’exigerait pas de considerations 
sp£ciales, puisquiil suffirait de raisonner sur la partie reelle > de ces quan- 
titös, comme nous allons raisonner sur elles- mömes, en les supposant rcelles. 


Le premier cas ü examiner est celui ou, 2 restant positif, na « 
devient ndgatif. Soit done 2-+-2<ZO et, pour fixer les idees, >—1, 
c’est-A-dire soit 2} compris entre et — 1: on aura +-u+1>0, 
et par consequent: 


d’oü l’on conclut en integrant une fois: 


di — 


Mais d’apr&s nos conventions: 


n 

On a done bien: © 
de 

(—1).T(n-+u) = 

I (n) 9 2 

conform@ment la formule (4.) et malgr& la valeur negative de n-tu. = 
Supposons ensuite que 2 + u soit entre —1 et —?: done +1 

sera entre O0 et —1, et d’apres ce qui vient d’Ötre prouvd, on aura: 

dautı 


d’ou Von tirera, comme tout I'heure, par lintegration, une valeur de 
1 
ds conforme ä celle que la formule (#.) fournirait. 


On s’clevera de la maniere au cas ou serait entre 
—?2 et —3, ou entre —3 et —4.... et ainsi de suite; en sorte que 
la formule (#.) peut consideree comme bien dtablie, quelque soit 
2, pourvu que soit 


Maintenant si 2 devient negatif, supposons cet exposant renlerme 


entre les limites O et —1: done r-+1 sera entre O et 1, et l’on aura: 
1 


ER. 
ER 
ben 
= 
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d’ou deduit, en integrant une fois: 
1 


a4 — 


da (ru, lin +1). 
et parceque, d’apres nos conventions, on trouye: 
nl 
(n+u)l(a+1) Tem) ? 
il nous viendra definitivement: 
1 


d“ 
(—1)“T(n+ 1) 
dat 


comme la formule (4.) le domnerait. 

En continuant ainsi, il est @vident qu’on prouvera lexactitude de 
cette formule pour des valeurs de 2 comprises entre —1 et —?, ou 
entre —2 et — 5, C’est-ü-dire pour des valeurs quelconques de 
n, ce quil fallait faire. Donc, en adoptant nos conventions relatives au 
signe I, les dillErentielles des puissances se trouvent par la formule generale 
(4.). Toutefois cette formule prend un numcerateur infini et cesse de 
pouvoir tre employce, lorsgue 2+#=0, ou lorsque 2-+-u est un nom- 
bre entier negatif —r, sans que la möme chose ait lieu pour 2, ce qui 
tient a ce que dans ce cas la derivee dont on cherche la valeur, cesse 


1 
d’ötre une fonction algebrique de x. Pour caleuler d“;, on observe 


alors que I’@quation: 
1 


dt — 


1 1 x 


ar TI)" T(n)’ 
gui est une consequence rigoureuse de nos principes *), donne, quand on 
prend la derivce ü indice u des deux membres, et qu'on fait en outre 


n-u=—r: 


1 
u 


par oü l’on voit que, dans le cas particulier ou nu est Egal ü zero ou 


a un nombre entier negatif, la valeur de d“, ne depend que des inte- 


grales ordinaires de —. Mais ce cas particulier, d’ailleurs tres facile & 


*) Pourvu que rn ne soit ni zero ni un entier negatif; mais sin etn--u etaient 
tous deux nuls ou entiers negatifs, la formule (4.) ne serait plus en defaut. 


© 
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traiter directement, n’empäche pas plus la formule (#.) d’ötre la formule 
generale propre ü la question presente que la circonstance dquivalente 
nempeche la formule: 


m--1? 
d’etre la formule göndrale pour Tintegration des puissances dans le calcul 
integral ordinaire. 


6. 
1 
Cette meme formule (4.) qui donne les valeurs de d“—, va nous 


faire connaitre directement la forme des fonctions eomplömentaires; car 
nons avons dit que la recherche de ces fonetions depend de la recherche 
des quantitds dont la differentielle peut ätre prise egale ü zero, en sorte 
que toute la diffieult@ du probläme est de trouyer lintegrale generale 
de Yeqnation: 


dau 0, 


ce ü quoi la formule (#.) permet diarriver. 
Pour le faire voir, je commence par exclure le cas ou « serait un 
nombre entier positif ou negatif, lequel est connu par les dl@ments: ainsi 


» est une fraction reelle ou une quantitd imaginaire. Cela posd, je deve- 
. A, Par 
loppe la fonction Y% en une serie de la forme 57 c’est- A-dire en scrie 
proc@daunt suivant les puissances quelconques de x, et j’en conclus: 
_ (_ 


Cette valeur devant ötre nulle quel que soit x, on eu tire, en Ögalant ü 


zero les coefficients de chaque puissance de x, l’&quation suivante: 
| V(n+u) — 

U(n) 
laquelle ies exposants doivent satisfaire, en sorte quelle servira 
determiner ces nombres. Mais comme on sait quiil n’y a pas de valeur 
de n qui puisse rendre I =0, cette dquation se reduit &: 

1 

satisfaite par les seules racns z=0, n = —l, n=—?, 
n=—3, .... et en general 2= un nombre entier ndgatif quelconque, 
non infini. De plus, par hypothese x n’etant pas entier, il est clair que 
nr ne pourrait l’Etre que si 2 £tait une fraction. Donc les valeurs qui 

Crelle’s Journal d. M. Bd. XI. 1. 
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1 
rendent — —=0, donnent pour I (r une valkır finie et satisfont &: 


I (nr) 
I (n) 
ce qui pourrait ne pas arriver si £tait un nombre entier 
Ainsi, en exeluant ce cas bien connu, on peut farer = (0, n = —1, 
N=—m, M des un nombre entier quelconque 


et il en resulte: 


Clant des constantes arbitraires. 


Done les fenetions dont les diffrentielles A indices anelconques 
peuvent Ötre prises egales zero sont les lonetions algebrieues enticres. 
Done aussi les fonetions complementeires de ces diff@rentielles sont des 
lonetions alsehriques enticres, d’un indÖtermind et coeilicients 
arbitraires: ce qui est preeisement le theor&me fondamental que nous avons 
etabli ailleurs par le secours des fonetions ex; onentielles da exposants in- 
finiment petits. 


La m£öthode nouvelle dont nous venons de faire usage pour de- 
montrer le möme tleoreme est fondee sur le developpement des fonctions 
en scries ordonndes suivant les puissances de ia variable ind@pendante. 
Elle nous parait inferieure a celle de notre premier m&moire et pourrait 
donner lieu a quelques observations que nous supprimons pour abreger; 
elle est surtout moins directe et, si lon peut de Jana ainsi, moins tirde 
des entrailles du sujet. Toutefois elle n’est pas ü dedaigner. Le rappro- 
chement des prineipes divers qui menent a la möme conclusion est sur- 


tout necessaire quand il s’agit de questions primordiales. 


*) Si @ etait un nombre entier posilif, le quotient qu’on obtiendrait en divisaut 
(n + 4) par {n), serait n(n-+-1) — 1); et en P’egalant a zero, on trou- 
verait nı n=—1l....n=—(w—1): si au contraire elait un nombre entier 
negalif —r, on ferait nu=k, d’ou —u=k-+r; le quotient de I (n-- u) 
par (n),, cest-A-dire le quotient de (k) par V(k-+-r), serait une fraclion ayant 
pour numerateur l’unite, et pour denominateur le produit A(A-+ l).... (Ktr—1), 
d’ou il suil que ce quotient ne pourrait jamais ötre nul. Il est aise de conclure de 
la que les de vivces indices enliers positifs ont pour fonction complementaire zcro, 
et que les dörivees a indices entiers ndgatifs, ou les intÖgrales ordinaires, ont ‚pour 
lonction comp!@mentaire une fonclion algebrique entiere, dont le degre est införieur 
d’une unite a l’indice d’intÖgration; ainsi qu’on le sait par les eleinents. 


1. J. Liouvilie, sur le theorcıme des fonctions compldmentaires. 1] 


La question de determiner les fonctions compl&mentaires des ditlc- 
rentielles a indices quelconques est une des plus difihieiles de celles qu il 
fallait resoudre pour etablir les bases du nouveau ealeul. La conclusion 
singulicre laquelle nous sommes arrivös dans nos premiers memoires, 
conclusion que nous venons de confirmer, comme on la vu, par ıme ana- 
Iyse toute dillörente, n’est pas seulement une speeulation thdorique 
gante; c'est un prineipe dont on a besoin A) rs. instant, et sans lequel 
il faudrait renoncer faire usage des derivees fractionnaires, puisque 
seul peut indiquer d’une manicre preeise l’etendue des resultats auxquels 
usage de ces derivees conduit. 

Pour fixer les idees, je vais choisir un ER fort simple dans 
lequel il sagit de determiner une intÖgrale definie, Vaide de la diflören- 


ciation sous le signe / par rapport a un parametre different de la varia- 


ble laquelle integration definie est relative. Je considere done la for- 


dx 


dans laquelle « est un nombre positif queleonque. 


ınule eonnue: 


Si Ton dösigne par A une quantitd arbitraire >0, on pourra dans 
les deux membres de (1.) changer « en e--A, en en a -+3A .... 
sans que cette Öquation cesse d’ctre vraie. Soit done un nombre 


pris volonte: repr@sentons pour un moment x par et 


par f(a): et posonst 


P, = (4 +h)+ 


Ces deux series sont convergentes, et il est aise de d@montrer que: 
ı = 
1--x 
Faisant actuellement A=0, et observant que pour cette valeur *) P, et 


*) Voyez Ze journal de polytechnique XXI" cahier page 107. C'est 
par le secours des torınules donndes a lendroit cite, que l’on parvient a connaitre 
quand la diflerenciation a indices quelconques sous le signe / est perinise; car elle 
ne lest pas toujours. L’exemple que nous venons de traiter suffit pour indiquer la 
marche a suivre dans les cas semblables, et il ne serait pas difficile d’etablir par des 
raisuonnements du m&me genre les rögles que la matiere comporte. 
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(), se reduisent &: 


d“ 
u 
da“ da 
ıl vient: 


etant une fonction complementaire de la forme: 
Ka”. 

L’equation (2.) n'est autre chose que Vequation (1.) dont on a differencie 

les deux membres par rapport au paranıctre a. Maintenant eomme le se- 

cond ımembre de (1.) est une exponentielle ü exposant negatii qui devient 

zero pour a= x, on voit que doit ötre regard@e comme la limite 


du produit: 


«tant une quantit& infiniment petite Ou aura d’apres cela: 


d“cosar we n\ 
da x 2 
Substitwant cette valeur dans (2.), il vient une dgalit@ de la forme: 
AUT 
cos (a ) 


Mais il reste A determiner les constantes A, D, C, .... Ä, qui entrent 
dans F’equation (3.). A cet eflet nous distinguerons plusieurs cas. 

1°, Si x est un nombre positif, on du moins si la valeur de «, 
supposce negative, est telle que le quarre soit <I1, il est facile de 


sassurer que Tintegrale: 


cos («x ‚af ds 


doit devenir zero quand x; cas si pose ax=9, on trouye: 


— gu 
et le second membre de cette “galite devient evidemment zero pur a=x, 
puisque Von a er >—1 ou 1—pa<2. Done il faut, dans cette hypothöse, 
poser A=0,B=0, C=0, ...=D0; et il reste: 


” cos (« x — ER). do 
| 2 


+ | 
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ce qui s’accorde avec une formule donnee par Mr. Cauchy dans ses Fixer- 
cices de mathematiques. 

2, Si» est une quantite negative Egale a —1 ou comprise entre 
—1 et —?, Tintegrale: 


1-- 


devient infiniment grande avec @; mais en la divisant par «, il est clair 
que le quotient ö devient nul quand e=x. Or quand on divise par a 
les deux membres de A (3.), elle prend la forme: 


Kom, 


Ja 
Done, puisque doit zero pour on a 
et ıl reste simplement: 


Actuellement, pour determiner 4, qui reste encore inconnue, je pose 
@a=0, et je frouve: 


ar da 
A= — 

d’ou je conclus: 


un un 


Si Ion supposait —?2 ou compris entre et — 5, en operant 
d’une manicre analogue, on determinerait facilement les constantes 4, D, 
U,....K, et il serait aise de continuer ainsi pour toutes les autres va- 
leurs de z. Mais il est inutile de nous arreter plus long-tems sur cet 
exemple: ce que nous venons de dire suffit pour faire comprendre, com- 
ment on doit tenir compte des fonetions compl@mentaires, quand on ap- 
plique notre nouveau caleul ä la theorie des integrales definies, 
8. 
Le th&or&me des fonctions complementaires fournit immeödiatement 


lintegrale de T’@quation: =), qui est la plus simple qu’on puisse se 


ou: 


2 
- 
2a a > 
/ —(] \ 
f} 
= —]), 
\ / 
| 
: 
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proposer d’integrer. La valeur la plus generale de qui y satisfasse est 
de la forme: 

Le romibre des eonstantes arbitraires que cette intdgrale contient est indd- 
termind, ce qui etablit une difference essentielle et bien remarquable entre 
les Cquations dilförentielles indiees fractionnaires et les &quations dilfl- 
rentielles ordinaires, puisque dans celles-ci lintegrale complette ne peut 
contenir nombre de constauntes Egal a Findice de difi@rentiation le 


plus eleve qui rencontre. 


En combinaut le thöoreme des fonetions complämentaires avec la 
formule generale qui sert a dillereneier les produits de deux facteurs, on 
parvient trouver les grales completes des drmations diff@rentielles A 
indices fractionnaires, «wand elles sont linezires et coefficients constants 
avec un second membre variable queleonque. Et quand les coct- 
ficients, au lieu d’ötre constants, sont des fractions aluebriques ration- 
nelles, ou parvient towjours, si non a integrer les Equations proposces, 


du moins a faire döpendre leur integration de celle d’un systöme deter- 


mind et connu d’equations diffErentielles ordinaires. Mais il suffit d’enon- 
cer ici ces propesitions «qui meritent qu’on s’en occupe ü part et avec 
etendtue. 
g, 
Dans nos premicres recherches sur le calcul des difförentielles ü in- 
diees «uelconques, nous en avons donne une definition complete et genc- 
rale fondee sur ce que toute fonction de x peut @tre mise sous la forme 


Mais les resultats, que nous avons obtenus dans ce memoire 
montrent Von pourrait arriver une definition des differentielles 
indices queleonques, en partant du developpement des fonctions en sÖries 
ordonndes suivant les puissances de la variable independante. Apres ce 
que nous avons dit dans les pages qui preecdent, une telle definition 
soffre delle-möme. Soit y une fonction de x; developpons cette fonc- 
tion en une scrie de la forme: 


+... 


An 
que, pour abreger, nous representerons par — de sorte ue: 


< 


15 


1. 5. Liouville, sur le theorcme des fonctions complementaires. 


Dounant ensuite au sigue I la signifieation adoptce au No. 4., for- 
4 
mons la quantite: 
int 


1) 


et convenons d’appeler cette quantit@ derivce de Vordre et de la de- 


sirner par Il est evident que cette definition suffra pour etablie la, 


theorie des derivees fractionnaires: le prineipe des fonetions complemen- 
taires cn sera une eonsequence presque immedtdiate. Dans cette maniere 
de procdder, la d@inition des difierentielles indices queleonques, donnce 
par nous dans nos premiers memoires, deviendrait un veritable theoreme 
quil faudrait d@montrer, tandis que la formule: 

= 

In 

serait considörce comme une definition. Nous avons eru devoir prelerer Bin 
la marche inverse et delinir les derivees A indices queleonques par le döve- 
loppement exponentiel, puis en deduire V’equation (D.) comme une simple 


conscauence. Üe n'est point ici le lieu d’entrer dans le detail des raisons 


trcs nombreuses qui nous ont porte a pr£förer notre definition ceile 
que fournit Tequation (P.); mais les personnes qui voudront approlondir 
l’etude des rapprochements que nous venons d’indiquer, verront que cette E 


etude est loin d’ötre imutile, 


10. 

Maintenant il sera aise d’apprecier convenüblement le peu de mots 
a Cerits sur le calcul des derivdes fractionnaires dans les cormn- 
mentaires de Petersbourg*). Ce grand geometre ne siest occupe de 
cette matiöre qu’une seule fois, et sans y attacher aucune importance: 
aussi nous semble-t-il, que ses raisonnements ont quelime chose de 
vague et dincomplet. I n’a point donne de dilinition gunerale, et la 
formule a laquelle il arrive ne convient pas möme A une puissance quel- 
conque de x. Sl etait parvenu ü trouver les derivdces A indices frac- 
tionnaires dune puissance «quelconque de x, sans doute il lui aurait te 
facile de passer de ce cas particulier au cas d’une fonetion queleonque, 


puisque le developpement en serie de la forme 3 — Ai aurait presente 


*) Commentarii Acad. Petrop. tom. V. — An. (1730 — 1731) — Tag. 55. 
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pour cela une route direete et naturele. Ainsi la dilfieult@ principale 
consistait a trouver une formule semblable a notre formule (4.) du No. 3., 


1 
et fournissant la valeur de d“, pour toutes les valeurs possibles de lex- 


posant z et de lindicee ge. Mais il ne parait pas qu’Fuder ait atteint ce 
but, et peut-etre n’y pouvait-on rÖussir que par l’emploi des fonctions 
T, en attribuant a cette lettre la signification que nous avons fait con- 
naitre au No, 4, et que Mr. ZLegerdre a imaginde le premier. 


il, 
Au reste vorci larticle d’ Euler, tel quil se trouve dans la collec- 


tion academique eitee tout Fheure, la fin d’un mÖmeire ayant pour 
titre: De progresstonibus transcendentibus, seu guarum termini genera- 
les algebraice darı negueunt. 

27. LCoronidis loco adhue aliquid, euriosum id quidem magis 
„quam utile, adjungam. Notum est per d’.e intelligi differentiale ordinis 
„a ipsius 2; et d"p, si p denotet funcetionem quampiam ipsius x, pona- 
„turque dx constans, esse homogeneum cum dx”; semper autem, «quando 
„2 est numerus integer allırmativus, ratio quam habet d’p ad da” alge- 
„braice potest exprimi, t iz=2etp=x’, erit d’/x’) ad da’ ut 6x 
„ad 1. Queritur nıme si 2 sit numerus fractus, qualis tum futura sit ratio. 
„Diffieultas in his casibus facile intelligitur, nam si 2 est numerus integer 
„„alfirmativus, d” continuata diflerenciatione invenitur; talis autem via non 
„patet si 2 est numerus fractus. Sed tamen ope interpolationum, de qui- 
„bus in hac dissertatione explicavi, rem expedire licet.” 

„$. 28. Sit invenienda ratio inter d”(z‘) et dz”, posito dz con- 
d”(z* 
dz” 
„‚valores, si 2 est numerus integer, ut post modum generaliter illatio fieri 


„possit. Sin= 1, erit hujus valor hoc mode 


„exprimo ut facilius postea ea quae tradita sunt huc referantur; si n— 2, 


„stante, seu requiritur valor fractionis . Videamus primo qui sint ejus 


sin=3, habebitur 
3 

1)(e 1.2.3....(e—J) 


„Hine generaliter infero, quiequid sit z, fore semper 


d"(z‘) 1.2.3....e Est autem per 14. = 


1.2.3....(e—n)'” 


1. 
„erit valor e(e—1):‘ 


- < 
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et quare habetur *): 
un 


„vel: 


(— 


‚„Ponitur hic dz constans, et 12) ut et ds (— 1a)” ita debent 
‚„integrari, ut supra praeceptum est, et tum ponere oportet 1, 
„8.29. Non necesse est, quomodo verum eliciatur, ostendere: aj)- 
„parebit id ponendo loco 2 numerum intesrum affırmativum quemceunque., 
„(@Quaeratur autem quid sit d?z, si sit dz constans. Erit ergo c=1 et 


habebitur itaque: 


(—Ix) 


V(zdz). 


„Est autem fdx(—I!x)=1, et dieta area circuli -/, cujus diameter est 


„1; erit fAxy(—1x) —=yA4; unde diz = ). Proposita igitur sit 


„haec acquatio ad quampiam curvam: ydz=zy<dy), ubi dz ponitur 
„eonstans. et quaeratur qualis ea sit curva. Cum sit dz=| abıbit 


v’da 


„ea aequatio in hanc =zy(dy), quae quadrata dat 


_— 


„unde invenitur: velyiz=C4.y-—d, quae est aegıa- 


„tio ad eurvam quaesitam.” 
12. 

Nous navons pas besoin de faire observer «que nos idces sur le cal- 
cul des diffÖrentielles indices quelcongues different complctement de 
celles qu'’Füuler a expostes dans le passage qu’on vient de Jire, soit quon 
adopte notre definition fondee sur le developpement exponentiel des fone- 
tions, scit que l’on fasse usage de la definition nouvelle indiqude au No.9. 
taquelle est bien d’accord avec celle de nos premiers memoires, puisquelle 
en est une eonsequence. Ainsi, en supposant dz constant, Euler trouve: 


diz 


Ruler dösigne par ix le logarithue neperien de x: et les limites des int«- 
grales sont <—=0, =1. 
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et nous trouverions au contraire dz = 0, ou mieux etant 
une fonetion complementare A + Az + Az -F....+ 4,3”, dont il 
faut tenir compte quand on prend la diff@rentielle & indice 4 d’une fonc- 
tion. La dissemblance de nos prineipes se manileste mieux eucore, lors- 
que l’on cherche intögrer l’equation: 
(e.) 
Dabord cette equation cesserait en quelque sorte davoir un sens ü nos 
yeux, si nous y regardions avee Euler dz comme constant. Prendre dz 
constant dans l’equation (2), e’est pour nous comme si !'on prenait dz 
constant dans "equation: 
yd’z = 

Quand on adopte une variable z pour variable independante, la differen- 
tielle premiere dz de cette quantit@ peut seule entrer dans les calculs, 
parceqwau fond ces caleuls s’appliquent aux derivees de certaines fonctions 
inconnues de x, dont on cherche la valeur, et parceque ces derivces, telles 


que seraiont dependent du rapport des differentielles 
z 


Ey, .... aux puissances de la diff@rentielle @z, et non pas du rapport de 
dy, dy,.... aux differentielles d’z,.... d’un ordre different 
du premier. 

Maintenant si dans l’equation on choisit y pour variable inde- 
pendante, ce qui rend dy constant; et si, em raisonnant toujours d’apres 
notre des diflErentielles, on demande VintÖgrale de cette equa- 
tion (2.), il faudra employer, pour lobtenir, des eonsiderations tout fait 
Aifferentes de celles d’Eufer. Apres avoir mis (z.) sous la forme: 

di z 
dy: 
et avoir designe par 4 une constante arbitraire, on fera voir d’abord 
que y satisfait en posant: 
z = Al 
En effet on deduit de la: 


di z 
ı/ 0 


ce qui, apres une integration par parties, doane: 


Mais on peut trouver une Integrale iscomparablement plus generale que 


J. Liouvılle, sur le ihdoröme des fonctions complemeniaires. 


celle lä; car il est permis d’ajouter ü la valeur pröe@dente de = une fone- 
tion de la forme: 

By+Cy’+....+Ky”, 
rm etant un uombre entier positif queleonque, et 4, DB, €, .... des 
constantes prises a volonte, En elfet si Don pose: 


== By+tCy+ Ky”, 


on voit que 7a sera une fonction algebrique entiere ü coellieients arbi- 


traires, laquelle &tant multiplice par y pourra toujours prise Egale 
-. Ainsi on satisfait en posant: 


ce «qui m’est point d’accord avec le resultat du No. Il. 
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Sur la somme des carres de toutes les droites, qui ä 
partir d’une point donne coupent sous un angle 
determine une courbe algebrique. 

(Par E. Ferd. A. Minding.) 


Je commence par exposer les considerations, qui m’ont porte A entre- 
prendre les recherches, dont je proposerai plus bas le r&sultat. Ordinai- 
rement on se contente, dans lapplication des formules algebriques ü la 
gcomeötrie, A ne mettre dans une fonction donnee f(x, y) des coordonndes 
x et y, que les valeurs de ces coordonndes qui reduisent ü zero la va- 
leur de la fonction proposce, et qui par consequent appartiennent aux 
points de la courbe determinee par lquation f(x,y)=0. Mais il mia 
paru important de savoir, si la fonction f(w, v) conserverait encore un 
certain rapport gcomÖtrique avec la courbe döterminee par lequation 
y)= 0, mäme dans le cas, que les coordonnedes et v ne fussent 
pas choisies de manicre a satisfaire a Fequation f(w,v)=0, ou ce ui 
revient au möme, si le point determine par les coordonndes u et v, füt 
pris arbitrairement hors de la courbe. On trouve le rapport chercht, 
pour la droite et le cercle, ü laide des considcrations les plus &el&men- 
taires, et il scra dtabli dans larticle present un theoreme gendral sur les 
courbes alschriques, en vertu duquel il sera permis de conclure, que le 
rapport cherch@ existe encore, quoique d’ume manicre moins simple, pour 
ies sections coniques. Mais en möme tems on verra par le th@orcme 
mentionnd, que le rapport ne parait pas avoir lieu ü l’egard de toutes les 
courbes algebriques en general, ou quil faudrait au moins, pour le trou- 
ver, envisager la question sous un point du vue plus avantageux que 
celui, que lauteur de ceite note a en de prendre. 

Pour faire voir clairement ce que jentends par le rapport geoml- 
trique qui fait lobjet de mes recherches, je traiterai d’abord la droite et 
le eercle. 

Soit (Taf. T. Fig. 1.) CE un poiut determine par les coordon- 
nces AB=u, BC=v, qui font avcc lautre langle CBD a. 


| 
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Soit EG une droite qui coupe l’arc des abseisses au point F situe a la 
distance donnce AF=a« de lorigine A des coordonndes, et designons 
par & langle GEFD que la droite EG fait avec laxe AD. Du point ( 
abaissons une perpendiculaire CP= p sur la droite EG, qui suffisamment 
prolongee coupera en ÄX une droite BÄX paralldle & EG. Eufin menons 
BH perpendiculairement a EG. 


L’aspect de la figure donne l’galite : 
CP = C(K—BH, 
qui, traduite en termes algebriques, devient: 
p=vsin(«—ß)— (u— a)sin 
Si Ton prend le point C sur la droite EG, la distance C(P=p du point 
C a la droite EG s’Cvanouit, et on trouve l’equation de cette droite: 
vsin (a — B)—(u— e)smß 
Imaginons une seconde droite, done la distance du point Ü soit designde 
par p‘. A l’egard de cette droite on aura l’Equation: 


Maintenant si p.ex. on demande T’@quation d’une droite, qui par- 
tage en raison donnde l’angle form€ par les deux droites proposces, on 
doit regarder comme connu le rapport n des perpendiculaires p et p', 
et on trouvera l’@quation cherchde par la seule soustraction des deux va- 
leurs de p et p‘, apres avoir multipli@ par z la valeur de p‘. Cest de 
cette manicre qu’on est conduit a appliquer a la droite la möthode des 
coefficiens indeterminds, qui a introduite dans lanalyse geometrique 
avec tant de succes, par quelques geometres de nos tems. Owil me 
soit permis seulement de remarquer quil est bon dans Yapplication de 
l'analyse ü la g&ometrie, de n’introduire dans le calcul des coeflieiens, ou 
en general, des quantit@s quelconques, qu’en rendant compte, des le pre- 
mier pas, de leur signilication geometrique. 

Passons maintenant au cerele. Choisissons les eoordonndes ortho- 
sonales; desiguons par r le rayon, par @ et Ö les coordonndes du centre, 
par 2 la longueur de la tangente menee äü partir d’un point donnd dont 
les coordonnedes sont u et v, jusqu'’au point de conctact. 


Rien n’est plus facile que de verifier Vquation : 
En faisant 0, on parviendra a l’dquation du cercle. Pour un awfre 


Bi 
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cerele on pourra poser une equation semblable: (u—a r"=t”, 
u et v etant toujours les coordonnees d’un m&me point. 


Sil’on demande, a l’egard de ces deux cercles, la ligne des tangen- 
tes Egales, il n’y a poser £=1t’, ce qui donne, par la simple sonstrac- 
tion, l’&quation de la droite qu’on a appel@ la cordale de deux cereles. — 
Soit propose, de trouver la ligne des tangentes proportionelles, o’est - dire 
telle que deux tangentes £ et ?‘ mendes d’un point quelconque de cette 
ligue aux deux cercles proposes, soient entre elles dans le rapport con- 
stant de 1 ü 7. On remplacera 2‘ par sa valeur rt, et on trouvera par 
elinsination de Pequation suivante qui indique dvidemment un cercle: 

ou bien: 


+ D— —l 
(: ) | 


(n?— 1)? 


Quoique bien eloigne de prötendre, que cette maniere plus 
rale d’envisager les expressions analytiques de la droite et du cercle, 
puisse conduire A des resultats qu’on ne saurait obtenir par les methodes 
generalement admises; Javoue cependant quelle me parait, sous le rapport 
de la f@condite, avoir des avantages marques sur l’emploi bien moins etendu 
qu'on fait ordinairement de ces expressions, et quelle ne le cede guere, 
en simplieite, aux metbodes dont on se, sert dans les @l&mens, pour par- 
venir aux quations de la droite et du cerele, bien que ces @quations ne 
soient que des cas particuliers contenus dans les formules rapportces ci- 
dessus. ÜCes motils me font croire, quiil serait convenable d’introduire dans 
les elömens ces expressions comine formules fondamentales, et d’en tirer 
ensuite les @quations ordinaires, 


Le theoreme general dont il a @tC question dans le commencement 
de cette note, peut Ötre Enonce comme il suit: 


partir d’un point donn€ or mene ü une courbe algebrique, &ga- 
leiment donnde, toutes les lignes droites, soit r@elles soit imaginaires, qui 
coupent cette courbe sous un angle determine et constant; la somme des 
carres de ces droites interceptees entre le point donne et les points d’in- 
tersection avec la dite courbe, sera une fonction algebrique et rationnelle 
des ceoordonndes du point donne et des coefficiens de l’equation de la 


courbe proposce. 


| 
| 
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Pour demontrer ce theor&me, soit f(x, y) une fonction rationnelle 
et entiere des coordonndes orthogonales x et qui &galde A zero, reprd- 
sente l’equation de la courbe proposce. On trouvera aisement l’dquation 
d'une droite, qui passe par un point dont z et v reprdsentent les coor- 
donnees, et qui coupe la courbe sous un angle dont je suppose — c la 
tangente. Cette @quation sera, en &erivant f au lieu de f(x, y): 

@liminant y entre cette dquation et celle de la courbe proposde 
(/(,y)= 0), on aura une dquation en x, dont les racines x, x‘, x’, 
donnent ies abseisses des points cherchds d’intersection. I est clair quon 
pourra exprimer les ordonndes correspondantes y‘, .... au moyen 


diune rationnelle en r. 

On peut aussi employer, pour trouver ces ordonnedes, l’equation alge- 
brique en y, qui resultera de l’elimination de x entre l’equation et 
celle de la courbe. 


Si l’on designe par 2 la longueur d’une quelconque des droites qui 
partent du point donne, prise Jusqu’au point de son intersection avec la 


courbe, on aura: } | 
—v). 


Done si l'on ajoute ensemble tous les carres semblables, on en trouve 
la somme: 

Cette somme se partage, comme on voil, en deux parties, l’une symme- 
trique par rapport a toutes les abscisses x’, x, ...., lautre par rapport 
aux ordonndes On peut done a lYaide des equations alge- 
briques en x et y, obtenues par l’Climination, exprimer rationnellement 
la premiöre et la second partie, au moyen de deux seulement des coefii- 
ciens des dites Öquations. 


C'est sous ce theor&me que sont contemus les deux cas particuliers 
relatifs ü la droite et au cercle, qu’on vient de traiter plus haut. On peut 
appliquer le theoreme Enonce aux tangentes et aux normales des courbes 
algebriques; je me contenterai d’en faire Vapplieation aux tangentes en 
acneral et notamment a celles des sections coniques, 
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Si Ton dösigne par 7%, 7, 7, .... les tangentes mendes d’un 
point donne a une courbe algebrique, on pourra exprimer la somme 
7’+-T7T"+T'"+.... rationnellement en fonction des coordonndes u et 
» du point donnd d’ou partent les tangentes 7”, 7. 

Pour trouver lexpression de la somme mentionnee, on @liminera y 
entre les deux &quations: 


(B) Soy)=0 et = mf,; 
dont la derniere est identique avec celle qu’on a en supposant ce =0 
dans P’equation (#.), avec ce changement qu’on ait mis nf au lieu de zero, 
ce qui r@duit, comme on sait, V’Cquation au degre m —1, le degre de f 
etant suppose A zu. L’equation en x sera donc en general du degre 
m.m—1, et il en sera de m&me de T’@quation en Ye 

Cela on trouvera sans difficultE expression rationnelle de la 
somme cherchce des carres des tangentes, au moyen de deux seulement 
des coeffieiens des dquations algebriques en x et y. 

Du theoreme Enonct relatif aux tangentes je tire le corollaire suivant: 

Si Ion prend le point du depart de toutes les tangentes sur la 
courbe möme, il est possible, quoique ne pas nÖcessaire, que toutes les 
tangentes s’Cvanouissent. Dans ce cas l’expression geudrale de la somme 
des earres des tangentes en fonetion rationnelle des coordonnedes u et v 
du point donnd, aura un facteur qui egald ü zero, röpresentera I’dquation 
de la courbe algchrique proposce. 

Cest a Iegard du cas mentionne dans ce corollaire, que je dis 
qui existe un rapport geometrique tel que je Vai cherche, entre les va- 
leurs de lexpression f(u, v) et la courbe determinde par l’@quation alge- 
brique 

Alin que ce cas ait heu, il est nÖcessaire que toutes les abseisses 
.... des divers points de contact deviennent dgales labscisse 
u du point donne, si ce point est situ@ sur la courbe meme, c’est-ü-dire 

Yon ajoute au systeme des “quations marques par B T’&quation v) 
— 0). HW’öquation en x qui rösulte de Felimination de y entre les &quations 
(B.) se reduira par suite de cette hypothese ü la forme: 

u)" 
en designant son degre par 2. Il en sera de möme de l’&quation en y., 
qui se reduira a (r—v)"—=0. Pour appliquer ces remarques aux 
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sections coniques, j’en suppose les dquations rÖduites A la forme 
plus simple. 
Soit l’&öquation de la paraboie „’=?px. Höquation de sa tan- 
gente sera: 
pzt-pu=yv. 
L’@limination de y entre ces deux &quations donne: 


et eelle de 


Si Pon suppose v’ —=2pu, ces Öquatious se reduisent aus suivantes 
p—ı) =0, 
D’ou il est permis de conelure, que le rapport cherche a lien pour fa 
parabole. Je trouve en eilet: 
En posant l’equation suivante pour Vellipse ou pour V’hyperbofe- 


+7") 
Done il est prouv@ que le rapport cherch@ a lieu de lellipso ct 
de Yhyperbole. 


je trouve: 


Avant de terminer cet article, je remarne encore, quil ne sera 
pas diffieile d’etendre, aveo les modifications convenables, aux surfaces ot 
aux courbes ü double courbure, determindes par des Öumations al ‚ebriguex, 
ies resultats obtenus. 


P.S. il est vrai quil existe un rapport trös simple, puisque la 
fonction f (u, v) exprime une quantit@ proportionelle au produit des seg= 
mens d’une droite parallcle a Faxe et qui passe pär le point donnd; mais 
ayant d’abord autrement envisage la question, Yarıteur prie ses leeteurs. 
d’ajouter cette remargque A Fintroduetion de cet article et den modiier 
queiques expressions. 


Journal M. Ba. Xi. 1. 
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3. 


A nalytisch-geometrische Aphorismen. 


( Fortsetzung des Aufsatzes No. 15. im 5ten Hefte und No, 24. im 4ten lIclte X. Bandes. ) 


(Von dem Herrn Professor Plücker zu Berlin.) 


III. 
Uber die Auw endung allgemeiner Symbole und unbestimm- 
ter Goefücienten zum Beweise seometrischer Sitze 


\W iv haben in dem Frühern diejenigen schon bekannten Sätze der Situa- 
tions- Geometrie bewiesen, welche sich auf die Durchschnittspuncte irgend 
solcher sechs gerader Linien, von welchen drei durch einen gegebenen 
Punct gehen, und die drei übrigen durch einen andern, beziehen. Man 
wird leicht auf den Gedanken hingeführt, die analogen Sätze zu suchen, 
welche sich auf die Durchschzittspunete irgend solcher sechs gerader 
Linien, von welchen vier durch einen gegebenen, und die beiden übri- 
gen durch einen andern gegebenen Punct gehen, beziehen. Aui diesem 
Wege findet man folgenden Satz. 

Wenn sechs gerade Linien gegeben sind, von welchen 
vier durch einen gegebenen Punct P und die beiden übri- 
sen durch einen zweiten gegebenen Punet Q gehen, so 
schneiden sich diese geraden Linien au/serdem noch in acht 
Puncten. Diese acht Puncte lassen sich durch zwölf neue 
serade Linien verbinden, und diese zwölf gerade Linien 
schneiden sich in zwei und vierzig neuen Puncten. Von die- 
sen zwei und vierzig Puncten liegen sechs auf ein und dersel- 
ben geraden Linie, die durch den Punct Q geht, zwölf dieser 
Puncte liegen zu vier auf drei und vier und zwanzig zu zwei 
auf zwölf geraden Linien, die alle durch den Punect ? gehen. 

Wir wollen die vier durch den Punct P gehenden geraden Linien 
durch die Buchstaben «, b, c, und d, die beiden durch den Punct Q ge- 
henden durch g und 7 bezeichnen. (e,g) zum Beispiel stellt alsdann 
nach unserer gewöhnlichen Bezeichnungs- Art den Durchschnittspunct von 
aundg dar, (b, 7) den Durchschnittspunct von 5 und 4; ferner (a, b, 
diejenige gerade Linie, welche die beiden Durchschnittspuncte (2,9) und 
(6, A) verbindet, und endlich 5, 4), (d,g; ce, 4)] den Durchschnitts- 
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punet zweier soleber gerader Linien. Diesen letzten Punet können wi 
durch das abgekürzte Symbol abdce bezeichnen, und dem analog alle 
solche Puncte, in deren vollständigen Symbolen g und A auf dieselbe 
Weise vorkommen. Durch. Hinzufügung der letztgenannten beiden Buch- 
staben in den ihnen zugehörigen Stellen können wir biernach jedes ab- 
gekürzte Symbol vervollständigen, so z.B. bedeutet das Symbol abbre 
den Punet |[(a, b, h) (b,g;5 a,h)]. Diels vorausgesetzt, liegen 


1. die Puncte abba, acca, adda, bcecb, bddb, cdde, 
alle sechs auf emer durch 0 gehenden geraden Linie; 
ll. die dreimal vier Punete 
abde, bacd, adbc, dach; 
abed, bade, achd, cadb; 
acdb, cabd, adeb, dabe; 
auf drei durch P gehenden geradn Linien, und endlich 
11. die zwölfmal zwei Puncte 


baac enab 
baad daab 
caad drac 
ebbe chba 
abld abba 
chbd dbbe 
acch bcecea 
acrd drecea 
beed dech 
bida 
adde cu.da 
bidde bLidb. 


auf zwölf ebenfalls durch P gebenden Linien. 
Man sieht sogleich, dafs jede der 12 geraden Linien, welche die 8 
ursprünglichen Durehschnittspuncte verbinden, von 7 der übrigen in neven 
Puncten geschnitten wird. Man erhält also iür die Zahl allor solcher 


fi 


Durchschnittspuncte 42. Alle diese kommen ın den vor- 
stehenden Schemata vor. 

Beweis. Die Gleichungen aller gerader Linien, welche in «der 
vorliegenden Construction vorkomnien, können wir durel: Hülf» von vier 
unbestirnmten Coefficienten £, v, e und a aus den symbolischen Gleichun- 
gen der beiden geraden Linien @ und g und der geraden Länie PQ, welche 
die beideu gegebenen Punete P und 0 verbindet, herleiten. Die tlei- 

4 * 
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chungen dieser drei geraden Linien seien: 
g=0 m—=(, 
und die Gleichungen der übrigen gegebenen geraden Linien: 
b=0(, == 0, d=%ß, h=(0. 


l. n+ue 3. m-+toa=d, 

2. mt ve =c, 4. m+tog 
und in diesen identischen Gleichungen sind die Bedingungen des Satzes 
vollständig ausgedrückt. 

Der Beweis für den ersten Theil des obigen Satzes ist bereits 
schon durch allgemeine Symbole im ersten Paragraph dieser Aphorismen 
geführt worden. Wir erhalten so viele Durchschnittspuncte, die alle mit 
dem Puncte Q in gerader Linie liegen, als sich die 4 geraden Linien e, b, e 
und d zu zwei combiniren lassen, nemlich 6. 

Wir wenden uns zum Beweise des zweiten Theiles. Zu die- 
sem Ende wollen wir zuerst die Gleichung der geraden Linie (a, g; b, h) 
entwickeln. Die beiden ersten Buchstaben dieses Symbols zeigen, dafs 
diese Gleichung folgende Form hat: 

—=0, 
und die beiden letzten, dafs dieselbe Gleichung eine algebraische Folge 
aus den Gleichungen b=0, h=0, 
sein mufs. Folglich erhalten wir die gesuchte Gleichung, wenn wir die 
Ausdrücke für db und 7, (1.) und (4.), damit 2 verschwinde, von einander 
abziehen. Auf diese Weise kommt: 
I. 2a — 

Die Gleichung für (d,g5 e, A) hat zugleich folgende beide Formen: 

A. (m+o)+pg=0, = 0. 
Um die ersten Theile dieser beiden Gleichungen durch Hüife der unbe 
stimmten Coe/ficienten >, 9 und r identisch zu machen, müssen wir: 

„rel 

setzen. Diese Gleichungen geben auf der Stelle 


_ 


und hiernach verwandelt sich die erste der beiden Gleichungen (4.) in 
6. 
Man erhält hiernach ferner die Gleichung derjenigen geraden Linie, 
welche durch den Durchschnittspunet von (5.) und (6.), und zugleich 


Alsdann ist 
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durch den Punct P geht, wenn man, um zu einer Gleichung von der Form: 
zu gelangen, zwischen den Gleichungen (5.) und (6.) g eliminirt. Ani 
diese Weise findet man sogleich: 
7. vm + 

Diese letzte Gleichung bleibt identisch dieselbe, wenn wir & und + 
gegenseitig mit einander vertauschen. Dieser Vertauschung entspricht aber 
die gegenseitige Vertauschung der beiden geraden Linien 5b und d. Auf der 
geraden Linie (7.) liegt also nicht allein der Durchschuittspunet von (5.) 
und (6.) oder der Punct eddc, sondern auch der Punet adbre, Der 
zweite Punct ist hiernach aus dem ersten dadurch bestimmt, dafs die bei- 
den mittlern Buchstaben ihrer (abgekürzten) Symbole ihre Stellen vertau- 
schen. Den ersten dieser beiden Puncte können wir aber auch durch das 
Symbol dceab bezeichnen und den zweiten durch dead, was blofs Jdar- 
auf hinauskommt, diejenigen beiden geraden Linien, welche den jedesniu- 
ligen Durchschnittspunet bilden, in anderer Orduung zu nehmen, Vertau- 
schen wir also wiederum die mittlern Buchstaben in den letzten beiden 
Symbolen, so erhalten wir die Symbole zweier neuen Punete, dach und 
bacd, welche ebenfalls auf der geraden Linie (7.) liegen. Die auf diese 
Weise bestimmten vier Puncte sind also: 

abde, adbe, dach, bacd, 
und liegen, wie behauptet wurde, auf ein und derselben durch den Punet 
P gehenden geraden Linie. 

Vertauschen wir einmal gegenseitig d und c, und das andere Mal 
b und c mit einander, so erhalten wir noch zweimal vier analoge Puncte, 
und für die Gleichungen der beiden diese Puncte enthaltenden geraden Li- 
nien ergiebt sich, indem man in (7.) einmal gegenseitig e und v, das an- 
dere Mal u uud y mit einander vertauscht: 

Da vier Elemente 24 verschiedene Permutationen bilden und jeder Punct 
sich auf doppelte Weise durch ein Symbol ausdrücken läfst, so entsprechen 
allen jenen Permutationen solche Puncte, wie wir eben betrachtet haben. 

Es bleibt uns jetzt also nur noch übrig, den dritten Theil des 
vorliegenden Satzes zu beweisen. Für die gerade Linie (a, g; b,h) haben 
wir oben schon die Gleichung: 

I. Ba — 


Te 
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erhalten. Für erhalten wir jede von folzenden beiden Gleichungen 
(mtva) og =0, =0, 
venn wir die ersten Theile derseiben durch Hülfe der beiden unbestimm- 
ten Coelfieienten 9 und p identisch inachen. Diefs giebt unmittelbar 
P =», 
und hiernach ist die Gleichung der in Rede stehenden geraden Linie: 
10. m =0. 
Wenn man in der vorstehenden Gleichung für a g aus (5.) #a schreibt, 


so ergiebt sich: 

Diese Gleichung stellt diejenige gerade Linie dar, welche durch den Durch- 
schnitt von (10.) und (5.), d.h. durch den Punet eaad und zugleich durch 
den Punct P, den Durchschnitt von @ und g, geht. Diese Gleichung bleibt 
unverändert, wenn man a und v, d.h. die geraden Linien 5 und ce ge- 
genseitig mit einander vertauscht, Man erhält also den neuen Punct bacec, 
welcher cbenlalis auf der geraden Linie (i1.) liegt. 

Das eben Bewiesene erstreckt sich unmittelbar auf alie Combimatiosen 
aus den vier Elementen a, 6, ce und d, welche den vorstehenden analog 
gebildet sind, aut solche Symbole nemlich, iv welchen in der Mitte derselbe 
Brichstabe zweimal vorkommt. Zu demselben Buchstaben in der Mitte 
können sich zwei der drei übrigen offenbar auf dreifache Weise gesellen, 
und zwar jedesmal zweilach, indem derselbe Buchstabe einmal vern und 
das andere Mal hinten steht. Es giebt also 4.3 = 12 Paare solcher Puncte, 
die im dritten Theile des vorliegenden Satzes zusammengestellt sind. 

Aus dem in dem Vorstehenden vollständig bewiesenen Satze ergiebt 
sich sogleich nach dem Prineipe der Reciproeität der folgende noue Satz. 

Wenn sechs Puncte gegeben sind, von welchen vier auf 
einer gegebenen geraden Liuie P, und die beiden übrigen auf 
einer andern gegebenen geraden Linie Q liegen, so kann 
man diese sechs Punete noch durch acht neue gerade Linien 
verbinden. Diese acht gerade Linien schneiden sich in 
zwölf neuen Puncten, und diese zwölf Puncite lassen sich 
paarweise durch zwei und vierzig neue gerade Linien ver- 
binden. Von diesen zwei und vierzig geraden Linien schnei- 
den sich sechs in ein und demselben Puncte der geradenLinie 
, zwöll derselben schneiden sich zu vier in drei und vier 
und zwanzig zu zwei in zwölf Puncten der geraden Linie ?. 
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Da die eigentiiche Absicht dieses Aufsatzes blofs darin besteht, die 
Methode der Symbole und unbestimmten Coeffieienten in ein helleres Licht 
zu stellen und dadurch zugänglicher zu machen, so ergreife ich die neue 
Gelegenheit, die sich mir darbietet, und will den letzten Satz ebenfalls 
direct beweisen. Die detaillirte Aussage dieses Satzes können wir wie 
bei dem ersten Satze schematisiren, und brauchen zu diesem Ende nur 
Punete an die Stelle von geraden Linien, Durehschnitte zweier gerader Linien 
an die Stelle von geraden Linien, welche durch zwei Puncte sehen und, 
umgekehrt, zu setzen. Kiernach ist der erste T'heil des Satzes als nach 
dem ersten Paragraphen dieser Aphorismen schon bewiesen anzusehen. 
Was die beiden andern Theile betrift, so ist die Schlulsweise aus den 
Symbolen gerade dieselbe, wie in dem ersten Satze, und es braucht also 
nur noch gezeigt zu werden, einmal, dafs die beiden geraden Linien: 
\(e, b,h), (d, 53 c,A)] und d, h), (b, 85 c,/)], oder: abdce und adbe ; 
und das andere Mal, dals die beiden geraden Linien: 

ah), und [(e,g5 a,h), (a,g; b,h)], oder: daac und caab, 
sich auf der geraden Linie P schneiden. 

Wir können alle geraden Linien der vorstehenden Construction 
durch Gleichungen ausdrücken, wenn wir von den symbolischen Gleichun- 
sen einer derselben, etwa (7, 5), und den beiden gegebenen geraden 
Linien auf der die vier Puncte «, 5, c und d, und O0, auf der die beiden 
Puncte g und A liegen, ausgehen. Diese drei Gleichungen seien 

Wir erhalten alsdann für die acht neuen die sechs gegebenen Puncte ver- 
bindenden geraden Linien folgende Gleichungen: 


(8) (sh) 
=0, (db, a+op+ur=0, (b, h) 
atoptvg=0, (c,h) 
(d, &) ==: (d, A) 


Wenn wir die 4 Puncte @, d, c und d beliebig mit einander verwechseln, 
so behalten wir ganz dieselben 8 Gleichungen, nur in anderer Ordnung. 
Für die gerade Linie [(a,g; b,h), (d,g5 c, h)]. ergeben sich hier- 
nach folgende Gleichungen: 
matopre7=0, 
die durch Hülfe der beiden unbestimmten Coefficienten 2 und z identisch 
gemacht werden müssen. kommt: 


2 2 
=, 
vn: 
RE 
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e=ne+v, und somtist n 
wonach die gesuchte Gleichung für ebde folgende wird: j 
l. 

Um die Gleichung für adbe zu erhalten, brauchen wir blofs 5 und 
d, und, dem entsprechend, in der letzten Gleichung ı und 2 gegenseitig 
mit einander zu vertauschen, Auf diese Weise kömmt: 

2. 

Wenn man die beiden Gleichungen (1.) und (2.) von einander ab- 
zicht, und den Factor von p im Resultate fortlälst, so kommt: p =, 
d. h., was zu beweisen war, dafs sich die beiden geraden Linien (1.) und 
(2.) auf der geraden Linie P schneiden. 

Für die Gleichung von [(b, 8; @,%h), (a,g; e,Ah)] oder baac erhal- 
ten wir folgende Form: 

die durch Hülfe der beiden unbestimmten Goefäcienten 2 und n identisch 
semacht werden müssen. Zu diesem Ende müssen wir 


v 
+ m =n, mu nehmen, wonach n = 


. 
ist, und die letzte der obigen Gleichungen in foigende, vollkommen be- 
stimmte übergeht: „ 


Vertauscht man x und v und umgekehrt, so erhält man aus der 
vorstehenden Gleichung von Öeac die nachstehende für erab: 
Wenn man abzieht, erhält man aus (3.) und (4.), wie oben: p=0, 
und die beiden bezüglichen geraden Linien schneiden sich also wiederum 
auf der gegebenen geraden Linie P. 


leder Leser, welcher der Art, wie die verschiedenen Sätze der 


Geometrie unter einander verknüpft sind, — un’ hieraus schöpfen, was 
oicht oft genug wiederholt werden kann, die neuern Behandlungsweisen 
der Geometrie ihre glünzendsten Resultate — besondere Aufmerksamkeit 


veoschenkt hat, wird mit Grund vermuthen, dafs es allgemeinere Sätze 
giebt, von welchen die vorstehenden Particularisationen sind. Es giebt 
wirklich solche Sätze. Es dürfen dieselben uns aber hier nicht beschäf- 
tigen. Gelegentlich werde ich auf dieselben zurückkommen. 

Godesberg bei Bonn im August 1831. 
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4. 
Theorie der Kettenbrüche und ihre Anwendung. 


( Fortsetzung des Aufsatzes No. 1. im ersten, No. 10. im zweiten. No.18. im dritten und No, 30. ım 
vierten Hefte X. Bandes. ) 


(Von dem Herrn Dr. Stern, zu Göllingen.) 


63. 
Nach diesen Vorbereitungen wird es leichter sein, die Theorie der Sum- 
mation der Kettenbrüche zu entwickeln. Die Summe eines Kettenbruchs 
kann entweder mittelbar gesucht werden, indem man den Kettenbruclı 
auf einen anderen ins Unendliche fortlaufenden Ausdruck zurückführt, 
dessen Summe leichter gefimden werden kann, oder unmittelbar, in- 
dem man einen geschlossenen Ausdruck sucht, der den Wertli des Ketten- 
bruchs angiebt. Die ins Unendliche fortlaufenden Ausdrücke lassen sich 
aber auf drei Klassen zurückführen, deren Entstehung auf den aritmeti- 
schen Grundoperationen beruht. Die unendlichen Reihen sind ein 
fortgesetztes Addiren und Subtrahiren, die unendlichen Producte ein 
fortgesetztes Multiplieiren, die Kettenbrüche ein fortgesetztes Dividiren. 
Alle anderen continwirlichen Ausdrücke müssen sich auf diese zurückführen 
lassen; die mittelbare Summation der Kettenbrüche wird sich daher dar- 
auf beschränken, dafs man diese entweder in unendliche Reihen oder 
in unendliche Producte verwandelt. Die Kegeln zu dieser Verwandlung 
sind in den vorhergehenden Capiteln gegeben, und es wäre daher dieser 
Gegenstand als abgethan zu betrachten, wenn nicht noch einige Umstände 
zu berücksichtigen wären, deren Nichtbeachtung zu grofsen Irrthümern 
führen kann und geführt hat. Wird ein convergenter Kettenbruch nach 
$. 28. oder 8. 50. in eine Reihe oder in ein unendliches Product verwandelt, 
so ist hier weiter keine Vorsicht nötbig, sondern sobald man im Stande 
ist, die Summe einer solchen Reihe oder eines solchen Products anzuge- 
ben, so wird diese mit Bestimmtheit auch als Werth des Kettenbruchs 
angesehen werden können. Die nach dieser Methode erhaltenen Reihen 
oder Produete sind nicht blols im Ganzen dem Kettenbruche gleich, son- 


dern es entspricht auch jeder Theii, jeder Nüherungswerth derselben, 
Crelie'’s Journal d. M. Bd. 5 
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einem Theile, einem Näüherungswerthe des Kettenbruchs. Anders aber 
verhält es sich mit den Methoden, die in $. 35. — 48. gezeigt wurden, und 
mit anderen diesen ähnlichen. Hier nemlich ist keinesweges die Reihe 
dem Kettenbruche auch theilweise gleich, sondern es wird bloß der 
Kettenbruch aus der Reihe, oder die Reihe aus dem Kettenbruche durch 
gewisse analytische Operationen entwickelt, so dafs sie gegenseitig nicht 
als Summe von einander, sondern vielmehr als erzeugende Function zu 
betrachten sind. Daher wird sich nach diesen Methoden nicht immer 
aus einem convergenten Kettenbruche eine convergente Reihe, und um- 
gekehrt, ergeben, sondern der eine Ausdruck kann convergiren, während 
der ihm gleichgesetzte diverpirt, ja der eine kann positiv sein, während 
der andere als negative Grölse erscheint. Die Lösung dieses Wider- 
spruchs liegt, wie in allen ähnlichen Fällen, darin, dafs man nie den bei 
der Entwickelung übrig bleibenden Rest unberücksichtigt lassen darf. 
Man hat daher Folgendes zu merken. Wird irgend eine Reihe $ in einen 
Kettenbruch verwandelt, dessen allmählige Entwickelung durch 


b, 


u.S. W 


b, 
R, 


angedeutet wird, so dals ä,, Zt, u. s. w. den jedesmal bei der Entwickelung 
übrig bleibenden Rest bedeutet, und sind die Theilzübler d,, 2, ws. w. 
simmtlich positive Grölsen (die Theilnenner werden immer stillschwei- 
gend positiv gedacht), so kommt es darauf an, ob auch die Reste sümmt- 
lich positive Grölsen sind, oder nicht. Im ersten Falle kann man den 
unendlichen Kettenbruch mit Sicherheit als Werth der Reihe betrachten : 
die Vernachlälsigung irgend eines Restes kann keinen weiteren Einfluls 
auf das Resultat haben, als dals dasselbe noch nicht ganz genau ist, je 
weiter man aber in der Entwickelung geht, desto näher wird der Ketten- 
bruch, seiner Natur nach, dem Werthe der Reihe kommen, desto weniger 
wird also die Vernachlässigung des Restes schaden. Ist aber irgend ein 
Rest R,, negativ, so kommt es darauf an, ob er grölser oder kleiner als 
2,„ ist. Im letzten Falle ist ae, eben sowohl wie @„— AR, eine positive 
Gröfse, wenn man daher statt @„— RR, nur a„ in Rechnung bringt, so 
kann man sich zwar noch vom wahren Werthe sehr entfernen, aber 
man wird kein falsches Resultat erhalten, sondern es wird sich 
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dem wahren Werthe der Reihe desto mehr nähern, je erößser 7 ist; ist 
dagegen R,, grölser wie a, also a„—R,, eine negative Gröfse, so würde 
man, wenn man nur @,„ zur Berechnung anwenden wollte, statt einer nega- 
tiven Grölse eine positive nehmen, und man könnte als Resultat eine 
positive Grölse erhalten, während der wahre Werth negativ ist. Jedoch 
wenn 5 „<a„—R, ist, so kann man noch immer den Kettenbruch zur 


. h, 
Berechnung anwenden (weil alsdann a,„_, + —- eben sowohl eine posi- 


Um 


.. 5 b 
tive Grölse ist wie ), oder allgemeiner, wenn 
Da 
a 
> Am — Bu 


ist (ohne Rücksicht auf das Zeichen). Ähnlich verhält es sich mit den 
Kettenbrüchen, deren Theilzähler simmtlich oder theilweise negativ sind. 
Soll der Bruch bestimmt convergiren, so muls jeder negative Theilzähler 
b„ kleiner als a, sein; gehört daher zu a, ein positiver Rest R,, so 
kann der Kettenbruch unbedenklich zur Berechnung des Werthes der 
teihe angewandt werden; ist R,, negativ, aber 2), <ae,„—R, und zugleich 
R,.<-a,„, so kann der Kettenbruch noch immer gebraucht werden; ist 
aber 5. nicht <e„—#,, so kann der Werth der Reihe $ nicht mehr 
aus dem des Kettenbruchs abgeleitet werden. Es könnte sein, dafs die 
Reihe divergirte, während der Kettenbruch convergirt, und wenn R,> a, 


a .,. .. Um 
ist, so würde man statt der positiven Grölse ee Tr die negative — —” 
m 


genommen, und also das Resultat vom Positiven zum Negativen geün- 
dert haben. 

Zuweilen erscheint die bei der Entwickelung des Kettenbruchs 
vernachlässigte Grölse auch in Form eines Factors, und dies ist immer 
der Fall, wenn der Kettenbruch nach $. 48. entwickelt wird. Sind als- 
dann die Theilzähler positiv, und ist der vernachlässigte Factor P eben- 
falls positiv, so kann man ohne Bedenken den unendlichen Kettenbruch 
als Werth der entsprechenden Reihe anschen. Denn der Ausdruck 


5 .. . 
ist eben sowohl eine positive Grölse wie 


nachlässigung von P kann also nur bewirken, dals der Kettenbruch den 
gesuchten Werth nicht ganz genau giebt; je weiter man aber in der Ent- 
wickelung fortgeht, desto mehr wird man sich dem wahren Werthe nü- 


bern: ist dagegen der Factor PP negativ, so kann man ihn nur dann mit 


| 

r 

die Ver- 
| 
, 
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Dim 


au« 
zühler negativ, so muls, wenn der Kettenbruck bestimmt convergiren soll, 


Sicherheit vernachlässigen, wenn «,-, > ist. Sind dagegen die Theil- 


m—ı 
P 


b,„ kleiner als @,, sein; es wird daher immer erlaubt sein, statt « 


nüherungsweise den Werth @,„_,——- zu setzen, wenn P erölser als die 


Un 


Einheit ist. Ist dagegen P ein ächter positiver Bruch, so muls «„.P>b 


m 


Din .,. 
negativ sein, während @„_,— —” positiv ist; 


ist endlich P negativ, so kann dieser Factor in jedem Falle vernachlässigt 
werden. Man wird diese Bemerkungen mit den vorhergehenden zusam- 
menstimmend [inden, wenn man bedenkt, dals aus 
A, = 
= (P—1)e, 


sein, sonst könnte 


folst. 
— 

Es wurde früher der Ausdruck 
gefunden. Um nun zu untersuchen, ob der unendliche Kettenbruch für je- 

e te: angiebt, entwickele man ihn 


nach $.48. Man hat mit Beibehaltung der dortigen ie 


3 oc” 


wo unendlich Zahlen sind. Die 

x” 
sind für jeden Werth von x positiv; eben so werden auch die Ausdrücke 


— nach 


den Werth von x den Werth von 


u.8. w. immer positiv sein. Entwickelt man nun 


Formel (2.) des $.48., so hat mau 


etc, 


— 
er — x x 
er 
(r R' ac” ) 2’4RR 
R 7 oc” ) 
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Da aber 


und jeder der folgenden ähnlichen Ausdrücke 


einen positiven Werth hat, so kann man, wenn der Kettenbruch ins Un- 
endliche fortgesetzt wird, von dem vernachlässigten Factor ganz abstrahi- 
ren, und es ist daher, für jeden Werth von x, 


der wahre Werth des Ausdrucks 


Schwerer würde es sein, direct zu beweisen, dafs 
I 
für alle Werthe von x, den wahren Werth von tangx angiebt, und der 
Rest vernachlässigt werden kann; auf indireettem Wege kann es leicht 
geschehen. Denn dieser Kettenbruch convergirt für jeden Werth von x 
in ganzen (oder rationalen) Zahlen ($. 58.), und daher auch für jeden 
irrationalen Werth von x. Man kann nemlich auf ähnliche Weise wie in 
$. 55. beweisen, dafs der Kettenbruch F(@ —b,:2,—b,:@,.....) auch für 
irrationale Werthe von d,, d,, .... convergiren wird, sobald nur allgemein 


b„ Za„—1 ist, woraus das Übrige von selbst folgt. Setzt man für x 


st 


irgend einen zwischen O und 7 entbaltenen Werth, wo = die halbe Pe- 


ripherie für den Halbmesser 1 bedeutet, so ist x, und daher auch x’ klei- 


ner als die Einheit, folglich auch -“—; kleiner als die Einheit, und 


— — 


5 etc. 


X 


Gen 


- eine positive Grölse. Nun ist die Tangente zwischen diesen 


5 etc. 

Grünzen immer positiv. Die Vernachlässigung des Restes kann also nur be- 
wirken, dals das Resultat nicht ganz genau ist; je mehr Glieder des con- 
vergirenden Kettenbruchs man aber zur Berechnung anwendet, desto nü- 
her wird man dem wahren Werthe kommen, und der unendliche Ketten- 


bruch kann unbedenklich als Ausdruck desselben angesehen werden. Aus 
den Werthen der Tangenten zwischen den Grenzen z=0, =; kön- 
nen aber, wie bekannt, alle übrigen Tangenten abgeleitet werden; es müge 


nur noch der Fall, wenn x = z ist, besonders betrachtet werden. Man hat 


| | 

(r 

5 

| 


38 4, Stern, Theorie der Kettenbrüche. 


alsdann tangr = x; darf daher der Rest des Kettenbruchs vernachlässigt 
werden, so ist 


n’:4 7" 
n'’:4 
etc 10 etc. 
folglich nothwendig 
‘) n” 
— 
14 etc. 


Man überzeugt sich aber bald, dafs die ersten Näherungswerthe des letz- 
teren Kettenbruchs wirklich gegen den Werth 2 convergiren, daher wird, 
da der ganze Kettenbruch convergirt, 2 der Werth desselben sein, und 
der Rest kann unberücksichtigt bleiben. 

64. 

Besonders wichtig für die Theorie der Summation der Kettenbrüche 
ist auch der Umstand, dafs man in vielen Fällen, ohne noch den Werth 
derselben zu kennen, bestimmen kann, ob dieser Werth rational sein wird, 
oder nicht. Es ist in dieser Beziehung Folgendes zu bemerken. 

1. Ist ein Kettenbruch 7'(@„, @,„+.) gegeben, in welchem alle Theil- 
zühbler und Theilnenner rationale Grölsen sind, und ist der Werth von 
l (@,„,,@,.,„) nicht rational, so kann auch der Werth des ganzen Ketten- 
bruchs nicht rational sein. Denn wäre er rational, so würde aus der Formel 


F (am, Am-ı t dm: a, 7.) 

F (am, Am+n)-Gı, , 

auch der Werth von #'(@,,, @„ı,) rational gefunden, gegen die Voraussetzung. 
Il. Hat ein unendlicher Kettenbruch nur positive Theilzähler und 

Theilnenner (die simmtlich ganze Zahlen sind), und sind die Theilzähler 

nicht gröfser als die ihnen entsprechenden Theilnenner, so ist der 

Kettenbruch nothwendig irrational. Denn man habe den Kettenbruch 


F (a, = 


b, 

(Q,, Am) 

etc. 

so dals 5, b,<a,, 5<0;, U. Ss. W. ist, so ist 

b, b. 
Wire nun Te '— einer rationalen Zahl gleich, so setze man diese = —, 


> 
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also B<A(B und 4 sind ganze Zahlen); es ist aber Z<H, folslich 


b,4—a,B eine positive Zahl. Sie heilse C, so ist 


also 


der d.h. CE<DB. Nun setze man 5), B—a,C=D, 


F(a,, am) 
b 


Bi Di 
so findet man wieder <1 oder D<C, Auf diese 


Weise erhielte man eine unendliche Reihe ganzer positiver Zahlen 4, 7, 
C, D,...., die immer kleiner würden, was unmöglich ist, also kann der 


F(a,, an) 

Der Kettenbruch F(x:1+x°?:3+x°:5....) hat nie einen rationalen 
Werth, sobald x einen solchen hat, weil man, wie grols auch der Werth 
von x sei, immer an einen Theilzühler x&° kommt, von welchem an alle 
Theilzäbler kleiner als die Theilnenner sind (II, und I.), 


nicht rational sein. 


Werth von 


ax 
daher hat ($. 63.) auch = I== ST = keinen rationalen Werth, also 
hat auch Hin — — keinen solchen, d.h. die Basis der natürli- 


chen Logarithmen, und jede rationale Potenz derselben, ist eine irratio- 
nale Gröfse *). 


IH. Sind die Theilnenner positiv, aber alle Theilzühler negativ, 


so wird der Kettenbruch ER =! irrational sein, wenn alle 
977 7, etc. 
Theilnenner grölser als die entsprechenden Theilzähler sind. Denn auch 


in diesem Falle ist u.5.w. ($.55.). Wäre 


= rational „ B<A (wo B und 4 ganze Zahlen sind), so hätte 


‚ daher setze man B—b,A=(, so ist C positiv und 
a,” 

B  F(a,, am)? 

wieder eine unendliche Reihe 4, B, C.... ganzer Zahlen finden, die 


C<<Bb. Fährt man auf diese Weise fort, so würde man 


*) Die Idee, die Irrationalität gewisser Ausdrücke mit Hülfe der Kettenbrüche 
zu beweisen, verdankt man Lambert. Vergl. hist. de l’ac. de Berl. 1761. pag. 265 ff, 


\ 

#371, 
f 
% 
b, 
-_— 
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immer kleiner werden. Die Unmöglichkeit einer solchen zeiet, dals 
h 


-——— — irrational ist. Nur in dem Falle, wenn jeder Theilnenrer um 


F(a, 
eine Kinheit grölser als der entsprechende Theilzähler ist, ist der Ketten- 
bruch rational ($. 55.). 

Ganz auf dieselbe Weise kann man auch zeigen, dafs der Ketten- 
bruch unter denselben Voraussetzungen irrational sein wird, wenn nur 
ein Theil der Theilzühler negativ ist, nur braucht alsdann der zu einem 
negativen Theilzühler b,, gehörende Theilnenner «,, auf welchen ein po- 
sitiver Theilzähler folgt, nur =b,, zu sein ($.55.). 

Aus dem Vorhergehenden folgt, dafs der Kettenbruch 

für jeden rationalen Werth von x irrational ist, da man immer an einen 
Werth von nz kommst, von welchem an gerechnet die Theilzähler kleiner 
als die entsprechenden Theilnenner sind. Hieraus folgt, dafs die Tangente 
eines Bogens immer irrational sein wird, wenn dieser rational ist. Es 
muls daher auch nothwendig die Zahl, welche das Verhältnils der Peri- 
pherie zum Halbmesser angiebt, irrational sein, denn wäre dieses, oder ?r. 


also auch T rational, so mülste taug irrational sein; diese Tangente ist 


aber bekanntlich rational und dem Halbmesser gleich. Eben so wenig 
kann das Quadrat dieses Verhältnisses rational sein, denn wäre 4° oder =’ 


m . ‘. 
rational, allenfalls =’ = wo mn rztionale Zahlen sind, so hätte man 


__ men 
— 
m 
10 — 10 — 
14 etc. etc. 


Dieser letzte Kettenbruch wäre aber offenbar irrational, und könnte daher 
unmöglich = 2 sein, folglich muls 7° irrational sein *). 

IV. Sind alle Theilzähler negativ, die Theilnenner positiv, so wird 
ler Kettenbruch auch irrational sein, wenn jeder Theilzähler dem entspre- 
chenden Theilnenner gleich, und kleiner als der nächst folgende Theilzühler 
ist. Denn es ist 02:4 — 45:07...) = (1: 1—l:2,— 0,10, — 0, 
82.). Nach der Voraussetzung ist 0, <a,, 0Q,<a,, 0,<a,, also ist der 
Kettenbruch (a, — @,:@. — @,:@,....) irrational (1.), folslich auch 


Man verel. Legendre Eldm. de gcom. Not.4 
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oder der ihm gleiche Kettenbruch F (a, ...) *). 
Ausgenommen ist der Fall, wenn jeder Theilzähler den vorhergehenden 
um eine Einheit übertrifft. 


65. 


Auf dieselbe Weise, wie in $.55. der Ausdruck 
1 = +1) 
gefunden wurde, können noch eine Menge ähnlicher Ausdrücke abgeleitet 
werden. So z.B. hat man 
b 


1 = 43 1 = ; 
b,—1-1? d, —1-+1 


daher ist 


—1 etc. 
Ebenso hat man: 


(m? — 1)” 
2m? — (m’--1) 3m*— — 1)’ 
(2m? —1)’ 


= 
Substituirt man allmählich diese Werthe, so findet man 


—1 


2 
+1)' 
2m? — 
(2m? — 
39m’ — 
m? — 
dm? etc. 


Den besonderen Fall. wenn m ==? ist, hat schon ARRAR auf indirectem 
Wege gefunden (act. acad. petr. 1779 ui pag .18.). 


—=m-i—m, 
Setzt man 1 = m 2m--1—m-H1’ In? 
(2 


4m +i—(2 2m+1)? Sm--1— Sm’ 


*) Für Keitenbrüche, bei welchen die Theilzähler gröfser als die Theilnenner 
sind, hal man bis jetzt noch keine Merkmale gefunden, wodurel: ihre Rationalität oder 
Irrationalität erkannt werden könnte; blos für einzelne Fälle wird später ein solches 
vorkommen. Ich glaube aber, dafs man mit Sicherheit den Satz aufstellen kann: 
Wenn in einem Kettenbruche nur positive Zeichen vorkommen, und die Theilzähler 
werden im Verhältnifs zu den ilınen entsprechenden Theilnennern immer grölser, so 
ist der Kettenbruch irrational: wenigstens stimmen alle mir bekannten Beispiele hier- 
init überein. Könnte man diesen Satz zur Gewilsheit erheben, so wäre es leicht, ver- 
möge der Formel (11.) des Kap. 3. darzuthun, dafs jede Potenz von  irratiomal ist. 


Crelie’s Journal d. M. Bd. Xi. Hft. 1. 6 
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ete. 
lien besonderen Fall, wenn mz==N% ist, hat schon Euler auf iudirectem 


Wege gelunden ( ac. petr. 1752 p.2. pag. 73.). 


3.4 3.4 5,6 
so findet man: 
1.2 
i = 
18 
_ 
3.6 
oder setzt man: etc. 
so ıst 4 
1 
6 
i5 el 


Die zwei letzten Resultate wurden schon $. 48. auf indirectem Wege 


sefunden. 

Ein hierber gehörender Kettenbruch möge noch besonders erwähnt 
werden, A ihn Euler aus sehr verwickeiten Betrachtungen abgeleitet 
hat (Opuse. anal. pag.117.). Man setze: 

P+ +29 — -+(e+27)’ 
so findet man 


3, 
(+37) etc. *) 


*) Auch Trembley, der nach Euler den Wertl: dieses Kettenbruchs mit Hülfe 
der recurrirenden Reihen zefunden hat ( Nouv. de Pac. de Berlin), hat die eiu- 
fache Entstehusg desselben nicht bemerkt. Man kanı, zgauz aul dieselbe Weise, auch 
die verwickelteren Ausdrücke, die er dort ($. 22.) auistellt, ableiten. 


| m? 
EN 
ad 
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. fi m—i 
Auch die Art und Weise, wie in $.62. aus „ der Kettenbruch 


abgeleitet wurde, kann oft mit Nutzen zur Auffiudung von Kettenbrüchen 


angewändt werden. So z.B. hat man un! = — 53 hieraus folgt 
1 
etc., folglich ist 
Pr 
m+2 m-+-3 
m 
m -t- 


Dieser letztere Kettenbruch ist aber als besonderer Fall in einer viel ali- 
gemeineren Form enthalten, die nun behandelt werden soll. 


66. 
Es soll nemlich die Summe des unendlichen Kettenbruchs **) 


a+- 


gefunden werden, Es wird zuerst vorausgesetzt, dals > und 2 beide po- 
sitiv und ganze Zahlen sind. Wäre r negativ, so würde der Kettenbruch 
abbrechen, und in einen endlichen übergehen; auch wird die Untersuchung 
hier auf den Fall eingeschränkt, wenn n>m--2 ist. Istn<m- 2, so 
ist der Kettenbruch irrational ($. 64., H.). Dieser Fall soll erst später un- 
tersucht werden. Man bezeichne den Werth des Kettenbruchs (1.) durch 
n), und setze 


n—i n—2 n 
m—s-- =a, 


“) Die hier erwähnten Keitenbrüche können auch dazu dienen, die Meinung, die 
ıman hin und wieder ausgesprochen findet, dafs ein unendlicher Kettenbruch keinen ra- 
tionalen Werth haben kann, zu widerlegen. 


**) Die Methode, die Euler zur Summirung der Kettenbrüche angewendet hat 
(Opuse. anal. T.1. pag. 85.), ist sehr verwickelt. Man vergleiche auch einen Aufsatz 
von Euler in den Mlcm. de ac. de Petersb. (T. IF”. pag. 52.), und einen andereu 
von Trembley (Mem. de l’ac. de Berl. 1794). 


6 * 


‘ 
m -+- elc. 2 
2 
€ 
#; 
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so ist 
folglich 
2. = 


Dieser zweite RKeitenbruch bricht in jedem Falle ab, wie grofs auch n 
sei, denn setzt man ihn weit genug fort, so wird man an die Form 
n—n 
n— (n—1 
— m--n-- 


n— (n-+-2) 
etc, 


kommen, welche, wenn man z=m-+r--1 setzt, in 


— 
rt 2 — — 
etc, 


übergeht. Dieser letztere Bruch ist aber wirklich =0, weil der Nenner 


micht Null, sondern vielmehr gröfser als r ist ($. 55.) 
und ($. 22.). Da nun der Kettenbruch (1.) convergirt (8. 54.), und der 
Kettenbruch (2.) endlich ist, und der letztere Kettenbruch, wie man so- 
sleich sehen wird, ebensowohl wie der erste, einen positiven Werth hat, 
so sind diese beiden Formen identisch; es ist daher f(m,n) durch die 
Form (2.) auf einen endlichen Kettenbruch zurückgeführt, und man kann 
hiernach seine Summe als schon gefunden ansehn. Eine genauere Be- 
trachtung der Form (2.) führt aber zu sehr interessanten Bemerkungen. 
Setzt man in derselben statt zn den Werth 2—(r-+1), so geht sie in fol- 


veende über: | 
r—?2-+ 
1 
r 
Je nachdem = 2,3, 4, .... ist, ist daher der Werth von /(m,r) = 
1 2 3 h 


r 
| 
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Die Reihe, deren Glieder diese auf einander folgende Kettenbräche sind, 
nenne man (4.). Reducirt man diese Brüche, so findet man 


i 2r +11 
r?’ +1’ 
Es ist leieht einzusehen, dafs der Zühler des 2” Bruches aus dieser Reihe 


das lache des Nenners des vorhergehenden ist. Das Gesetz, nach wel- 

chem die Nenner gebildet werden, findet man aber auf folgende Weise, 

Mau nehme an, es werde eine Reihe gebildet, deren auf einander tol- 

gende Glieder die Nenner 7, r(r—1)-++1, u. s. w. sind. Diese Reihe nenne 

. « € 

(B.). Es sei nun das Glied der Reihe (#.) = 7: das n' 


i 1 
so ist das +1" = ‚„ oder, dad p=ng 
1 


ist, = das 2-1 Glied der Reihe (2.) ist daher ("—n)9 ng". 
ist nun das 2—1" Glied dieser Reihe 
= 
und das 
n(n—1) 


/n 
so ist auch das 2 --i' 
(n--1)n 
denn unter dieser Voraussetzung ist pi 2-1" Glied 
r—1l)+ 


n — 

ferner ist 


folglich ist das 2 Hi" Glied der Reihe (B.): 


(r—]) (r— 2?) 


(n- 2), 


nf 


f 


3 

- 

f 
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+ r—1+ n(r—1) (r-2) + (r—1)(r—2)(r—3)+ 


Setzt man 2==2, so ist das 2 —1" Glied =r=1-+ (?—1)(r—1), das 
diese zwei Glieder die hypothetisch angenommene Form wirklich pafst, 
so gilt sie auch für alle folgende, d.h. die Form. (3.) ist allgemein gültig. 


Setzt man statt r seinen Werth 2 — m—1, und schreibt zugleich statt 


n— 
i 


das Zeichen "DB, so ist das n—?' Glied der Reihe (B.) 

das Glied 

— 14 1) Dt... 
Nun ist /(m,n) das n—1" Glied der Reihe (4.), man hat daher 


1-7” (n—1) (n—1)(n —2)+.... 
it .B. mn =n—3, so ist 


—1) A--n—2?) n—1)? ; 
= = =n—3+— 


4. 


folglich ——— = 

selunden wurde. 

Will man den Werth von f{m,n-1) = m-+- Wis- 

sen, so kann man ihn zwar geradezu aus Formel (4.) finden. Es ist nemlich 
Man kann ihn aber auch aus dem Werthe von f(m, nr) ableiten. 
p 


Setzt man nemlich f (m, n) = fm,n+1)=,;, so hat man 


= 


| 
| 
n etc., 
/ 
PER 
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Addirt man die unter einander stehenden Glieder zusammen, unid 


bedenkt zugleich, allgemein 
+ 
ist, so hat man | 
Ferner ist 


oder (n—m)g = 


folglich = 
Fe 


Addirt man die unter einander stehenden Glieder, und bedenkt, dafs 


(n—m— (141) 
n—m — { 1 m )) (n—]) (n ]) 1)n 
ist, so fiudet man: 


also 
oder 


/ 
Man kann auch aus f(m, rn) = 5 den Werth von f(m—-1,n) =7 ablei- 
ten. Es ist nemlich 


*) Ist m=1, so hat man | | 
n)+1] 
Sn, 
Diese Formel hat schon Eidler gefunden (Op, an. T.1. pag.SS.). 


Et 
ME 
Kar 
2 FAX 
win. 
F 
EN. 
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m.p __ m m" (n—2)(n-—3) etc. 


Adılirt man die unter einander stehenden Glieder zusammen, und bemerkt 
zugleich, dafs 


m 


ist, so findet man 
Aus (4.) folgt aber 
= (n—1) ) (n—2) / = mp+ (n—1)g. 
Ferner ist, wie schon früber RER wurde, 9 =p-+-9, folglich 
P _ 


oder 
6. 


Man kann den Werth von f({m —1, rn) noch leichter auf folgende Weise 
linden: Es ıst 


aber 
f(m,n)+-n—m 
iolglich mf(m,n)-Fn—1 
J(m—1,n) = 
Man setze 
M n—m—2 
| +3+ 
etc. 


Wie grols auch ist, so kommt man hier doch immer an einen Theilzüh- 
ler n— m — s, der ist, wenn man nemlich — =s setzt. Es kann 
aber hier wieder wie bei der Formel (2.) gezeigt werden, dafs der Aus- 
druck, durch welchen dieser Theilzähbler Null dividirt wird, nicht Null ist; 
der Kettenbruch (8.) bricht also ab, und ist endlich. Setzt man allmäh- 


=5, —=4, ...., so erhält man bezüglich 
m+2 (m+2)(m+5)+1 (m+2) (m44)4 11+ 


und wenn man hier wieder das Gesetz, nach welchem die Zähler uad 
Nenner gebildet werden, untersucht, so findet man auf ähnliche Weise, 
wie die Formel (4.) gefunden wurde: 


| 
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N =1+"B(n-1) (n-1)(0-2) +... 


Zieht man die unter einander stehenden Giieder von einander ab, so 
findet man Y— N =p; auch ist N =9, also 


M 


folglich 
9. fım,n) = m +ı - 
bez. 
m--4-- etc. 


Auf dieselbe Weise, wie der Ausdruck (1.) und (2.) verwandelt wurde, 
kann man auch den Ausdruck (8.) verwandeln. Man findet alsdann 


_n—m—1 


und 


—m-1 etc. 
Zur Berechnung des Werthes von (m, n) ist der Ausdruck (9.) am taug- 
lichsten, weil er am frühesten abbricht *), 


Man hätte die Untersuchung noch allgemeiner halten können, wenn 
man statt des Kettenbruchs (1.) den Kettenbruch 


eic. 


zu Grunde gelegt hätte, wo m, n, A ganze positive Zahlen bedeuten, 


und z>m--A, ferner = eine ganze Zahl sein soll. Aus diesem conver- 


sirenden Kettenbruche kann man wieder den gleichgeltenden endlichen 
n— 


27767 erhalten. Hieraus folst der bemerkenswerthe 
Satz: Wenn Zähler und Nenner aller Theilbrüche eines unendlichen Ket- 


*) Die Identität der vier Kettenbrüche (1.), (2.), (9.), (10.) hat Euler (Op. anur. 
T.1. pag. 102.) auf ganz anderem Wege gefunden, 


Crelle's Journal d. M. Bd. XI. Hft.1. 7 


4 
Britt 

x 

n — 1 
m — 
n —m 
n— mA 

= 
| 
B 


50 4. Stern, Theorie der Kettenbrüche. 


tenbruchs positiv, und um dieselbe Grüfse verschieden sind, so wird die- 
ser Kettenbruch rational sein, sobald der erste Theilzühler gröfser als der 
dazu gehörende Theilnenner, und ein Vielfaches des Unterschiedes zweier 
Theilzähler ist. 


67. 
Die Methode, nach welcher der Kettenbruch (1.) in (2.) verwan- 
delt wurde, darf aber nicht überall ohne weitere Untersuchung gebraucht 
werden, weil man sonst grolse Fehler begehen kann. So z.B. kaun 


man aus dem Kettenbruchke S=r-+ FEN den Ketten- 
a+b 
a+2b+ It+2bh 
etc. 
5 
I —: 
b 
— Ibdı 
us. w. setzt. Man darf aber darum nicht diese 


zwei Kettenbrüche, wie z.B. bei Euler (a. a. O.) geschehen ist, unbe- 
dingt einander gleich setzen. Setzt man z.B. =1l, b=4)=1, 
so verwandelt sich der erste Kettenbruch in 


i+ 

st 10 

13 etc,, 
dagegen der zweite in 0 

11 etc 


Der erste Kettenbruch hat also einen positiven irrationalen Werth 
($. 64. II.) und ist größser als 1; dagegen hat der zweite Kettenbruch einen 
negativen irrationalen Werth, und ist kleiner als 1, da A 
srößer als 2 ist ($.95.). 
68. 
ist in dem Kettenbruche (1.) die Zahl 7 negativ, so kann jeden 
‚beliebigen Werth in ganzen Zahlen haben. Setzt man m=—t, so dals 
f positiv ist, so giebt die Formel (2.): 


n—1 


‘7 

n 

— 
3 4 t etc. 
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Setzt man t=r--I—n, so erhält man dieselbe Form wie in $. 66.. 
nemlich: n—1 


n—2 
etc, 
Man kann daher die Forme! (4.) ohne Weiteres auf diesen Fall anwenden, 
indem man in derselben statt zı nun f, d.h, — m setzt. Ist z.B. x =)", 
so erhält man, vermöge dieser Formel: 


1 
we 
m etc. 
wie schon Trembley (a. a. ©. pag. 110.) durch Induetion gefunden hat. 


69. 

Es bleibt nun noch der Fall übrig, wenn in dem Ketterbruche 
/(m,n) die Zahl »<m-+?2 ist (und positive Zahlen sind). Um 
alsdana die Summe des Kettenbruchs zu finden, sind allgemeinere Unter- 
suchungen erforderlich. 

Es sei der Kettenbruch *) 

2.0 are) 
etc. 
gegeben, und es soll dessen Summe (wenn überhaupt eine solche möglich 
ist) gefunden werden. Man denke sich eine Reihe von Gröfsen 4, A,, 
A, ÄA;, die so beschaffen sind, dafs 
= 


allgemein 
so hat 


Es wird daher T die Summe des unendlichen Ketten- 


bruchs oder nur dessen erzeugende Function sein, je nachdem die 


A, A 
Ausdrücke 4,’ W., wenigstens von einer gewissen Gränze an, ver- 


nachlüssigt werden dürfen oder nicht. Es kommt nun darauf an, die 


*) Man vergl. Comm. ac. Petr. T.X1. Euleri Opuse. anal. T. Il.p. 198 


7 * 


5 

u” 

. 

\- 

3 
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Werthe der Gröfsen 4#,_,, #,, 4,;, zu finden, die der Gleichuug 
(ra+0)4,, = oA 

Genüge leisten. Die Form dieser Grölßsen ist noch völlig unbestimmt. Die 

bequemste Voraussetzung, die man aber machen kann, ist die, dafs sie 

durch bestimmte Integrale ausgedrückt sind. Man setze daher 


= faöy, A, = = 


mit der Beschränkung, dafs diese Integrale zwischen den Gränzen x = f und 
x = genommen werden sollen, und suche den Werth von y, der der Gleichung 


genügt. Statt dieser Gleichung nehme man aber die allgemeinere: 


wo () eine Gröfse bedeuten soll, die für den Werth «= f Null wird, so 
dafs der Ausdruck x’) sowohl für den Werth z==0, als auch für den 
Werth x = f verschwindet. 

Differenziürt man die letzte Gleichung, so erhält man 
(ra+a)ey= 
Da aber r unbestimmt bleiben soll, so theilt sich diese Gleichung in zwei 
andere, nemlich: ady = 
ady 
Hieraus erhält man 


a— Pac—ya” a—bx2—cx”? 


Der Kettenbruch 5 geht in den Kettenbruch (1.) des $. 66. über, wenn 
man c=1, a=n—.2 setzt. In die- 
sem besonderen Falle hat man: 


__ n—2— (m—1)x— x”? 


x 


Hieraus folgt: 
= + (n—Ylogxe + (m 1 —x)+C 
oder = (le, 
O soll für einen bestimmten Werth von z Nu!! werden, Sind dJa- 


her m, n beide positiv, so muls man zwei Fälle unterscheiden, isi 


4 
Er 


4. Stern, Theorie der Kettenbrüche. 


m positiv, also so wird Q für den Werth 1 Null. 
Ist dagegen m--2—n Null oder negativ, so kann Q durch keinen be- 
stimmten Werth von x auf Null reducirt werden. Dies beweist, dafs die 
Form, welche hier den Gröfßsen 4, A,, A, us. w. gegeben wurde, nicht 
aui diesen Fall pafst, und eben so verhält es sich, wenn 72 negativ ist. In 
diesen Füllen ist aber der Kettenbruch rational, und seme Summe ist 
schon früher gefunden worden. Ist n<m-+2, so hat man: 


o 
und es ist 


’ 
o 


Au 
Am 
nachtheiligen Einflußs auf das Resultat ausüben kann. Die allgemeine Form 


dieses vernachlässigten Ausdrucks ist: 
i 
(1— 


wo 5 desto grölser wird, je weiter man in der Entwickelung fortgeht. 


(L) fim,n)= (n—-1) 


vorausgesetzt, dafs der irgendwo vernachläßigte Ausdruck keinen 


Man setze == z, so ist 


€ x 1 


L 


Das Verhältnifs dieser Differenziale ist Bi . Setzt man s= x, so ist 24 ==1, 


das Verhältnils dieser Differenziale nähert sich also dem Werthe 1, und 
dies wird daher auch bei den Integralen der Fall sein, da sie zwischen 
denselben Gränzen genommen werden. Daher kann man unbedenklich 
den unendlichen Kettenbruch als Werth von f(m, r) ansehen. 

Es ist zuweilen nicht möglich, aus der Formel (Z.) den Werth von 
(rm, r) unmittelbar zu finden. WärezB.m=1,n=1, so dals 

Jin,n) = F(1+1:7+2:3-+ etc.) 

wäre, so hätte man 2—1==0, und die Formel (Z.) wäre daher unbrauch- 
bar. Man suche aber den Werth von #(?2-++2:3--3:4 etc.), alsdann ist 


m=?2, daher wird 


| 


| 
7 
J 

= 
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PEY \ 
f(m,n) = J. 


und | 1 
3—e 
oder hätte man f{m,n)=F(1+1:1-+2:2+3:3 etc.), so suche man 
zuerst den Werth von Z{1-+2:27+3:3 etc... Man setze also nm =1, 
80 ist 


| [e rt 
Im, n) = “2 = —, 
/ 
und 
F(ii+1:1-+ 2:2 etc) = 


Setzt man b=m—), so geht 
Sin fen —1,n) über, und man kann daher den Werth dieses Ketten- 
bruchs, ebenso wie den von /(m,n) finden. Es ist 


o 


Man kann aber auch zwischen fr —1,n) und f{rn,n) einen Zusammen- 
hang finden, so dals es möglich ist, den Werth eines dieser Kettenbrüche 
aus dem des anderen abzuleiten, und zwar ist dieser Zusammenhang der- 
selbe, wie der früher ($. 67., Form. 6.) gefundene. Man setze: 


I/e- —p, ferner folgt aus (X.), wenn 


oder 

8% 


jm—l,n) = 


mi—p=9, 


AR: 
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also 


m—f[(m—I1,n) 


1 n—1 \ 
ist, S(m+1,n) 


Da 
etc. 
aber nach (M.) aus f{m,n) gefunden werden kann, so ist es auch leicht, 


den Zusammenhang zwischen f(m, r) und f(m, n— 1) anzugeben. 
70. 


n 


mf+1— 


Der Kettenbruch $= m — Eim,n) (wo wies 


2) 
2 — 
m-}+5 etc, 
der ganze positive Zahlen sind) kann ebenfalls nach der in den früheren 
$.$. angewandten Methode summirt werden. Man mufs wieder zwei Fälle 


unterscheiden. Ist n<{ m, so ist der Kettenbruch irrational, ist aber n > vr, 


(n—1 
so setze man n—1 — 3 I Als- 
a, 
dann ist Bu 
a 1 
(n— 2) 
m 
(n— 9) 
m etc 


Dieser Bruch bricht ab und ist endlich; hierdurch ist also die Summe von 
gefunden. 
Setzt man nm =n, so hat man 


m—1 
etc, 
folglich 
= m—1 (vergl. $. 62.). 
m—1— 
(m 
m— 2 — 
m— 3elc, 
Dieses Hesultat hätte man auch direct finden können, denn es ist 
m—?2 (m—4 
(m —-3) (m—5) 
folglich | 
2) 
(m — 3) 
m— 
etc. 


55 

—1) 

| 
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Ist n<Z m, so findet man den Werth des Kettenbruchs nach $. 69. 
Setzt man nemlich in der Formel (X.): 
ß=1,b=m—l, c=-—1l, a =n—7, 
so hat man n—2— (m—1)c+x° 
1—x 2 
Dieser Ausdruck wird für den Werth x = 1 Null, sobald 2 < m ist, also ist 
Dals der Rest vernachlässigt werden kann, läfst sich hier wieder wie in 
$. 69. zeigen. Ist .B. n=?2, m=3, so hat man 


% e—1 


e—2° 


Aus dem Werthe von ®(m, n) folgt 


o 


f 


Setzt man 


so ıst 
Ferner folgt aus (Z.): 


oder 


d. h. 


m, —1) 
oder + 1, = 


also 


p—(m—i)g 
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Dasselbe Verhältnifs findet aber auch Statt, wenn n> m ist. Ist 


z.B. n=4, so ist ist n—=1,n=4, so ist 
so ist und 
3 15—3 —3 A 3 
man hat Jedoch ist es bier nicht 
4 


so leicht, wie bei einem früheren Falle ($. 66.), einen elementaren Beweis 
dieses Verhältnisses zu geben. 

Es ist hier auch wieder leicht, einen Zusammenhang zwischen 
G/m,n—1) und ®(m,r) zu finden, denn es ist 


O(m,n—i) = 
n—1 "dem _ (n -1) 
p(m,n)— (n—1) £ (m, n)—(n—1) 
Der Kettenbruch 
IM 
_(a+A) 
m-- A | 


würde sich unter der Voraussetzung, dafs „> nm +A— 1 ist, und m,n, A 


ganze Zahlen sind, in den endlichen Kettenbruch 
n— A 


2A) 
m— 2A— 


(n— 3A) 


m — 3A etc. 
verwandeln, sobald A ein Factor von z ist. in diesem Falle ist daher der 


Kettenbruch rational. 


71. 
Aus dem Kettenbruche 5 ($. 69.) läfst sich die Summe einer un- 
zühligen Menge von Kettenbrüchen ableiten. Hier sollen nur einige her- 
vorgehoben werden, die schon früher auf anderem Wese sefunden wur- 


m? 
den. Es sei der Ausdruck + mn? gegeben. Man setze 


y-c=m, 2!aı=m, y=n, a=n, B=0, b=n, so ist 


m—!n— nz — (m—n)x? 


st m=3, so hat man 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XI. Hft.i. 83 


etc. 

| 

n eic. 

| 
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22 (1l—x) ud Q= 
also ist für den Wert z=1, Q=0, folglich 
un 2 
4— 
folol: 2etc 
olglich 1: 
=1+- (vergl. $. 33.). 
2-retc 
It =1, m=2, so hat man also 
!—x. Dieser Werth wird wieder Null für den Werth x =1, daher ist 
A—x)6x 
A= 1+z — 1— log?, | 
folglich | 
1 
1-+ 92 1+ 
1 eic 122 log? 
i—log2 
(vergl. $. 28.). 
Setzt man P=2, so erhält 
2» 1 
man den Kettenbruch 3 . Hier ist und 
2—(1+x) 
42 
| 
— Soll Null werden, so muls sein, oder | 
also =/ Nun ist 
2 (ix)? 
so findet man 4, af —1— T also und 
1 sc 


3 
. 
4 
i 
71 
etc. 
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72. 


A 
Um nun auch ein Beispiel zu geben, wo (+4) 

x 
sondern nur die erzeugende Function ist, möge die Summa des Kettenbruchs 


(F) 


nicht die Summe, 


2 4 
n 


| 
| 


1 1 
—— 


onelc. 


oJer 


sucht man dagegen den Werth von (F.) aus $. 69., so ist A+Hi=n, 
| eo 0x — 


Dieser Ausdruck kann für keinen Werth von x Null werden, so lange n 
ı+ x? 
| positiv ist. Ist dagegen 2 negativ, so wird Q)=e **.x”*, für den Werth 


x .o, Null. In diesem Falle ist 


1 » 
3 
o oc” e 
also wäre A N 
— In- - 
etc. eic. 


| 50 
Yon etc. 
gesucht werden. Setzt man in dem Ausdrucke = 
e + ev 1 ($. 63.) 
3+7 
etc. 
1 
statt x den Werth —, 80 hat man: = 
er 1-- 
| 5 etc. 
e" 1 
| 
| 
1 0x | 
A= — | 
2 n [3 
8 


4. Siern, der Kettenbrüche. 


oder = n+! 


A, 1 


== 


Nach Legendre’s Untersuchungen *) ” aber z =1-+n, also wäre 


Bn etc. 
d.h. es wäre eine positive Zahl einer negativen gleich; man hiätte auch 


7 d.h —(I+n)= was eben so wenig angeht. 
| 


Der Grund dieses Widerspruchs liegt in dem Umstande, dafs hier _£ 


wirklich nicht die Summe von (#F.) ist, und dafs der irgendwo vernach- 


. An-ı .,. r 
lissigte Ausdruck —— das ganze Resultat vom Positiven zum Negati- 
m 


ven ändert. 
73. 


Das Vorhergehende zeigt, dafs die Summe des Kettenbruches 
F(n+1:3r-+1:5n....) nicht durch die in $. 69. gezeigte Methode ge- 
funden werden kann, und man würde auf dieselbe Schwierigkeit stofsen, 
wenn man irgend einen anderen Kettenbruch, dessen Theilzähler sämmt- 
lich einander gleich sind, nach dieser Methode summiren wollte. Es giebt 
aber einen anderen Weg, zur unmittelbaren Summation einer gewissen, 
hierher gehörenden Klasse von Kettenbrüchen zu gelangen ***), 


Es seien die zwei Pr 


gegeben. Zieht man diese von einander ab, so En man 


= 


*) Exercices du cale. integr. T. I. pag. 367. 


**) Wie Euler, der den wahren Werth von £ noch nicht kannte ( Opuse. 


anal. T. II. paz. 216 ), wirklich glaubt, 
Man vergleiche Euleri Opusc. anal. T.I. p. Mem. de l’acad. de 
Petersb. T. FI. p. 12 fr. 


Zn 
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Hieraus folgt x 


b+-27) fp(b 
und eben so kann man wieder den Werth von Heer) finden. Fährt man 


auf diese Weise fort, so erhält man 


Pb) 


oder 


vorausgesetzt, dals man den weggelassenen Factor TmP) ohne 
p(b+(m+1P) 
Nachtheil für das Resultat vernachlässigen darf. 
Sobald man also den Werth der zwei Reihen ®(Ö), @(b+ß) kennt, 
so ist dadurch mittelbar der Werth des Kettenbruchs $ gefunden. Zur un- 
mittelbaren Summation führen folgende Betrachtungen. Es ist 


ep(b) __ 
Hieraus folgt 
und 
= 
also bygb _ ylb)dx 
und 3 _ 


Substituirt man die Wertbe (3.) und (4.) in (2.), so hat man 
0x .S S20x F + 
b 


l= — 


ER 
= 
“ 
| 
ET 
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oder 
Integrirt man diese Gleichung, so findet man den Werth von S oder des 
Kettenbruches, und zwar muls man das Integral so einrichten, dals für 
den Werth $S=b wird, weil, wenn wird, 9b)=1, 
folglich wird. 

Betrachtet man die Gleichung (5.) als gegeben, so kann man den 
BEIDE $ unmittelbar aus derselben ableiten. Denn setzt man 


Seb-+- ; und substituirt diesen Werth in der Gleichung (5.), so hat man 
Ser — + O0. 

Diese Gleichung ist der Gleichung (5.) durchaus ähnlich, nur daß 5 +ß 

statt 5 gesetzt ist. Es ist daher 5’ Function von bJ-+-ß, wie 

von 5; man hat daher etc., und so 

erhält man den ganzen Kettenbruch. 


Man kann die Gleichung (5.) leicht auf die bekannte Riccatische 
Gleichung zurückführen. Denn man setze: 
b 


und man erbält durch Substitution dieses hide die Gleichung 
b,, 


oder 
0x 
6. 
Setzt man nun oder so hat man dr = 7-7 und sub- 
stituirt man diesen Ye n in (6.), so hat man: 


Die letzte Form ist die, unter welcher die Riccatische Gleichung 
gewöhnlich dargestellt wird. 
Die Möglichkeit, die unmittelbare Summe des Kettenbruchs $ zu 


finden, hängt also von der Möglichkeit der Integration der Gleichung (7.) 
ab. Diese kann aber bekanntlich nur in dem Falle geleistet werden, wenn 


Ta entweder —=?, oder in der Form 5 ur enthalten ist. Es mufs also 
8 ? ’b 4i + 2b b . 
ode BP = Sein. Setzt man m ist 


4. Stern, TL'heorie der Ketienbrüche. 


P=+2a, b=(li+tl)e, und daher die allgemeine Form des Kettenbruchs, 

dessen Summe möglicher Weise durch die Riecatische Gleichung gefun- 

den werden kann: = 

(4) Qit)e+° - 
etc. 

Der Kettenbruch F(n+x:3r--x:5n....) ist in dieser Form enthalten. 

Man hat in diesem Falle 5=n, ß=?Xn, und es muls daher die Gleichung 


dt+ aufgelöst werden. Hieraus folgt: 


t = C(1-+:z) er —C 

) er 

Setzt man statt Z seinen Werth x°, statt z seinen Werth z ‚ so hat man 


+C 
Für den Werth £=0 muß in diesem Falle $=n werden; da aber der 
Zähler im Werthe von S von selbst Null wird, so mufs auch der Nen- 


ner von selbst Null werden, d.h. es mus C=—1 sein, also ist e 


ya (er -1) Dals der weggelassene Rest hier keinen schädlichen 


Einflufs auf das Resultat ausüben kaun, läfst sich aus denselben Gründen 
wie in $. 63. zeigen. 


2 


Ist x—=1, so hat man $S = T— - ‚ wie schon früher gefunden wurde. 


+1 
Hat man den Kettenbruch F(n— x:3n—x:IN....), so ist 


aV-x 
) 


+1 
oder wenn man statt x den Werth x* substituirt, so hat man: 
Fin— = 


und wenn z=1 ist: 
tangx = F[x:1— 27:3 ete.] 


wie schon früher gefunden wurde. 


| 

63 

et 

axä 

ach n — c) 

2x 

n 

PN - 
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Kann der Kettenbruch nicht unter die Form (4.) gebracht werden, 
so ist es nach dem jetzigen Standpuncte der Wissenschaft nicht möglich, 
vermöge der Riecatischen Gleichung, den Werth desselben in einem 
geschlossenen Ausdrucke zu erhalten. Es bleibt alsdann noch das Mittel 
übrig, diesen Werth mittelbar durch Summation der Reihen, die durch 
@(b) und @(b+L) bezeichnet wurden, zu finden. Diese Summation 
gehört aber nicht mehr in das Gebiet der Kettenbrüche, sondern zur 
Theorie der Reihen. Andeutungen zur Auffindung dieser Summen ver- 
mittelst bestimmter Integrale findet man in Fourier’s Z’heorie de la cha- 


leur $. 310 
74. 


Im Vorhergehenden sind einige ziemlich allgemeine Formen von 
Kettenbrüchen auf eine directe Weise summirt worden. Alle Formen auf- 
zuzählen, ist hier eben so wenig möglich, wie bei den Reihen, und noch 
weniger kann die Summation eines jeden gegebenen Kettenbruchs direct 
geleistet werden. Zu den Kettenbrüchen, deren directe Summation noch 
nicht geleistet ist, und von besonderem Interesse wäre, gehören erstens: 
die Kettenbrüche, bei welchen dieselben Theilnenner periodisch wieder- 
kehren, wührend die Theilzühler nach einem gewissen Gesetze fortschrei- 
ten, wie solche z.B. in 8.49. gefunden wurden; ferner diejenigen, in wel- 
chen gewisse Theilbrüche immer wiederkehren, wohin z. B. der früher 
8. 59. gefundene Kettenbruh = 


gehört, in welchem der Theilbruch 5 immer wiederkehrt. 


Überhaupt sind die Kettenbrüche, bei welchen die Zeichen abwech- 
selnd positiv und negativ sind, noch am wenigsten bearbeitet, und man 
sieht leicht, dafs ihre Summation in keinem Falle aus den Betrachtungen 
des $. 69. abgeleitet werden kann, weil sie nicht unter die Form des dort 
aufgestellten Kettenbruchs 5 gebracht werden können. Besondere Auf- 
merksamkeit verdient wohl die, den in $. 66. und $. 70, summirten Ket- 
tenbrüchen ähnliche Form, nemlich: 


$‘=m— 


ist nZm, so convergirt der Kettenbruch ($. 55.) und ist irrational ($. 64.); 
ist aber n> ‚m, so könnte man hier wieder den Kettenbruch in einen 


G=En 
(r-+1) 
(n-+2) 
— 
elc. 


4 Stern, Ihzorie der Keltendbruche. 


endlichen verwandeln. Man setze nemlich: 


n-1 -? -4 
so ist 
—(n—1) n—?2 —(n—3) n—4 
also 
(n —2) 
m— 
m 
m —4 etc 


Man würde indessen sehr irren, wenn man hier die beiden Kettenbrüche 
(1.) und (2.) als identisch ansehen wollte. Ist z.B. zr=)3, m=1, so 
verwandelt sich der Kettenbruch (2.) in 


1 1 
—5 etc. 4 
Gete 
Da nun der Kettenbruch 2+——, convergirt und größer wie Null ist, 
so wäre der Werth von $5=—2. Man überzeugt sich aber leicht, dafs 
der Werth von 1-— — positiv und kleiner wie 1 ist, weil allgemein 
4 etc 
der Kettenbruch m — positiv und ‚ist. Denn 
>n— 
m-- 2 —- 


m+r 


bleibt man bei irgend einem Theilbruche mr —— stehen, so hat nıan 


+r—1 m--r—i 
m-r—1 
m+r—2+ —3 
a Br S og‘ Fährt man auf diese Weise iort, so findet sich, 
etc. 
Crelte’s Journal d. M. Bd. Xi. Hf. i. 9 
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dafs der Kettenbruch m" zn ist, und da r unbe- 


stimmt geblieben ist, so gilt dasselbe auch von dem ins Unendliche fort- 
laufenden Kettenbruch. 


Die Summation einiger besonderen Formen findet man in Laplace 
Mee. cel, T. IV. p. 254 und Legendre Zr. de fonet. ellipt. T. II. p. 508. 
Die Summation einer besonderen Gattung von Kettenbrüchen wird noch 
später (Kap. 6.) vorkommen. 


(Die Fortsetzung folgt.) 


f 


9. Leithold, Beweis einiger geometrischer Satze. 


Beweis der Lehrsätze No.40. und 41. im Anhange 


zum geometrischen Werke des Herrn Steiner*). 
(Vom Herrn Leithold, Zügling der Berliner Gewerbschule.) 


[40.] „Legt man an je zwei von drei Kreisen, «, ß, y (Taf. I. 
„Fig. 2.), welche irgend einem Dreiseit xyz eingeschrieben 
„:ind, eine (vierte) gemeinschaftliche Tangente 4, A,, 4,. 
„so bilden diese ein Dreiseit 44,4,, in welches sich un- 
„zählige Dreiecke aa,m so beschreiben lassen, dals ihre 
„Seiten jene Kreise berühren; nemlich: legt man aus einem 
„beliebigen Punct a, in £, eine Tangente «a, an den Kreis 
„y aus dem dadurch bestimmten Puncte a, in A, ferner 
„eine Tangente a,a, an den Kreis 2, so berührt allemal die 
„Gerade aa, den Kreis 2.”— Dieser Satz ist jedoch nur ein specieller 
Fall des folgenden allgemeinen Satzes (links): 


[41.] „Werden einem gege- 
„benen Dreiseit xyz belie- 
„bige zn Kegelschnitte einge- 
„schrieben, und man legt an 
„je zwei, nach der Reihe un- 
„mittelbar auf einander fol- 
„gende Kegelschnitte, eine 
„(vierte) gemeinschaftliche 
„Tangente A,, Ar, Az, Ans 
„so lassen sich unzählige 
„nEcke so beschreiben, dals 
„ihre Ecken, nach der Reihe 
„in jenen Tangenten liegen, 
„und dafs ihre Seiten, nach 
„der Ordnung, jene Kegel- 
„schnitte berühren. 


[41.] „Werden einem gege- 
„benen Dreieck xyz beliebige 
„? Kegelschnitte umschrie- 
„ben, und man berücksichtigt 
„dierPuncte B,, B;,...., 
„BD., in welchen je zwei, nach 
„der Reihe unmittelbar auf 
„einander folgende Kegel- 
„sehnitte sich schneiden, so 
„lassen sich unzählige nEcke 
„sobeschreiben, dafs ihreSei- 
„ten, nach der Reihe, durch 
„jene Puncte gehen, und dafs 
„ihre Ecken, nach der Ord- 
„nung in jenen Kegelschnit- 
„ten liegen.” 


*) Systematische Entwickelung der Abhängigkeit geometrischer Gestalten von 
einander. Von J. Steiner. Erster Theil pag. 306. 
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Leithold, Beweis einiger geometrischer Sätze. 


Zum allgemeinen Verständnis wird es zweckmälsig sein, die zum 
Beweise nöthigen, im Werke des Herrn Steiner vorangehenden Sütze, 


und die darin vorkommenden , bierauf Bezuz hobenden geometrischen 
Grundgebilde, nebst deren Eigenschaften, hier kurz anzuführen. 


I. Wenn in der Ebene zwei 
Gerade, 4 und 4,, (Fig.2,) und 
ein Punci D aufserhalb derselben, 
der Lage nach gegeben sind, so triftt 
jeder Strahl, wie a, b, ce, d, e, der 
darch den Punct D geht, jede der 
Geraden £ und #, in einem Puncte 
aund a,, b und b,, c und «,, d und 
d,, e und 6,5 je zwei solche Puncte, 
wie a und a,, die durch denselben 
Strahl « bestimmt werden, heilsen 
„entsprechende Puncte,” und 
die Geraden und £, heifsen in 
Ansehung aller dieser entsprechen- 
den Puncte „projeetivisch.” Nun 
kann man die gegenseitige Lage 
sümmtlicher Puncte in jeder der Ge- 
raden Z und /, festhalten, während 
man die Geraden seibst in eine be- 
liebige andere („schiefe”) Lage 
zu einander bringt (Fig. 3.). In je- 
der Lage aber heilsen diejenigen 
Geraden, wie a, b, c, d, e, welche 
durch entsprechende Puncte schen, 
„Projectionssirahlen.” 


(l.a.) Wenn in der Ebene zwei 
Punete, DB und DB, (Fig. 2. ea.) und 
eine Grade £ aufserhalb derselben 
der Lage nach gegeben sind, so geht 
durch jeden Punct, wie a, &, 
in der Geraden #f, sowohl ein Strahl 
aulserdem durch 2, wie a, b,c,d,e, 
als durch D,, wie a,, Cu 
die Totalität aller der Strahlen, e, 
welche durch denselben Punct, 3 
oder 3, gehen, heilst ein „ebener 
Strahlbüschel,” der Punct oder 
„Mittelpunct,” und 
die Geraden a, c, ...., oder 
ben; je zwei solche Strahlen, wie 


P, dessen 


ce und @,, die durch denselben Punct 
a bestimmt werden, heilsen „ent- 
sprechende Puncte,’ und die 
ebenen Strahlbüschel, DB und B,, 
heilsen in Ansehung aller dieser ent- 
sprechenden Strahlen „projecti- 
visch.” Nun kaun man die gegen- 
seitige Lage der süämmitlichen Strah- 
len in jedem der Strahlbüschel B 
und 5, festhalten, wührend man 
diese selbst in eine beliebige andere 
(„schiefe”) Lage gegeneinander 
bringt (Fig. 3.e.). 


# 
r 
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2. Jede zwei, in einer Ebene 
schiefliegende, projectivische 
Gerade, wie 4 und 4, (Fig. 3.), 
erzeugen nun, nach [/$.38. IV. 
links | des Steinerschen Wer- 
kes, einen Kegelschnitt, nem- 
lich, die Geraden # und 4, 
selbst, nebst allen ihren Pro- 
jectionsstrablen, sind die ge- 
sammten Tangenten eines be- 
stimmten Kegelschuitts. 


Die ferner nöthigen Sätze aus dem Steinerschen Werke 


folgende: 
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(2.a@.) Jede zwei, in einer 
Ebene schiefliegende, projec- 
tivische (ebene) Strahlbü- 
schel, wie DB und 2, (Fig. 3. «.), 
erzeugen nun, nach |$. 38. IV. 
rechts | des Steinerschen \Wer- 
kes, einen Kegelschnitt, der 
durch ihre Mittelpuncte geht, 
nümlich, diese und die Durch- 
schnitte aller entsprechenden 


Strahlenpaare sind die ge- 
sammten Puncte eines be- 
stimmten Kegelschnitts. 

sind 


[s. 38. 


3. Jede zwei Tangenten ei- 
nes Kegelschnitis sind in An- 
sehung der Punctenpaare, in 
welchen sie von den übrigen 
Tangenten desselben geschnit- 
ten werden, projectivisch, und 
zwar befinden sie sich in schiefer 


Lage. 


(3.0.) Jede zwei Puncte ei- 
nes Kegelschnitts sind die 
Mittelpunete zweier projecti- 
vischen ebenen Strahlbüschel, 
deren entsprechende Strah- 
len sich in den übrigen Punc- 
ten des Kegelschnitts schnei- 
den, und die sich also in schiefer 
Lage beünden. 


[$. 10. £.] 


4. Das ganze System der ein- 
ander entsprechenden Punc- 
tenpaare zweier projectivi- 
schen Geraden ist bestimmt, 
sobald irgend drei Paare ge- 
geben sind, d.h. wenn irgend 
drei entsprechende Puncten- 
paare gegeben sind, so kann 
zu jedem gegebnen vierten 
Punct der einen Geraden, der 


(4a.) Das ganze System 
der einander entsprechenden 
Strahlenpaare zweier projec- 
tivischen ebenen Strahlbü- 
schel ist bestimmt, sobald ir- 
gend dreiPaare gegeben sind, 
d.h. wenn irgend drei ent- 
sprechendeStrahlenpaare ge- 
geben sind, so kann zu jedem 
gegebenen viertenStrahle des 


x 
> 


J, 


entsprechende Punct der an- 
dern Geraden gefunden wer- 
den. 
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einen Strahlbüschels, der ent- 
sprechende Strahl des an- 
dern Strahlbüschels gefunden 
werden. 


[s. 12. IH.] 


5. Ist bei irgend einer An- 
zahl z Geraden, inirgend ei- 
ner bestimmten Ordnung ge- 
nommen, jede mit der darauf 
folgenden projectivisch, so 
ist jede mit jeder, also na- 
mentlich auch die erste mit 
der letzten, projectivisch. 


(5. a.) Ist bei irgend einer 
Anzahl z ebener Strahblbü- 
schel, in irgend einer be- 
stimmten Ordnung genommen, 
jeder mit dem darauf folgen- 
den projectivisch, so ist jeder 
mit jedem, also namentlich 
auch der erste mit dem letz- 
ten, projectivisch. 


Und: [s. 41. L] 


6. Durch irgend fünf Tan- 
senten, wie 4A, (Fig.3.), 
ist einKegelschnitt bestimmt, 
d. h. fünf beliebige Gerade in 
einer Ebene können allemal 
von einem, aber nur von ei- 
nem einzigen Kegelschnitt be- 
rührt werden; indem man immer 
zwei der Geraden (4, 4,), als pro= 
jeetivische Gerade, und die drei übri- 
gen (a, d, als Projectionsstrahlen 
derselben ansehen kann, so dafs die 
projeetivische Beziehung vollständig 
bestimmt ist. 


(6. a.) Durch irgend fünf 
Puncte, wie BD, D,,a, b, < (Fig. 
3.0), istein Kegelschnitt be- 
stimmt, d.h. fünf Puncte in 
einer Ebene liegen allemal in 
einem, aber nur in einem ein- 
ziıgen Kegelschnitt; indem man 
immer zwei der Puncte (7, D},), als 
Mittelpuncte zweier projectivischen 
ebenen Strahlbüschel, und die drei 
übrigen (a, b, c), als Durchschnitte 
entsprechender Strahlenpaare anse- 
hen kaun, so dafs die projectivische 
Beziehung vollständig bestimmt ist. 


Nach diesen Voranschickungen lassen sich die vorgelesten Sütze 


folgendermaalsen beweisen: 


Beweis des Lehrsatzes unter [Nr. 49.]. 
Da die Geraden #/ und #4, den Kreis (Kegelschnitt) Y berühren, 
so sind sie (3.) in Ansehung der Puncte, in welchen sie von den übrigen 


Tangenten, wie x, y, 3, 


@,, geschnitten werden, projectivisch. folglich sind 
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rund, v und y,, 5 und 3,, und namentlich auch a und a, entsprechende 
Puncte der projectivischen Geraden A und 4,. Da eben so die Geraden 
A, und 4, den Kreis (Kegelschnitt) # berühren, so sind sie (3.) ebenfalls 
in Ansehung der Puncte, in welchen sie von den übrigen Tangenten des- 
selben, wie x, y, z, @, geschnitten werden, projectivisch, so dafs r, und 
und 3, und und namentlich auch a, und a, entsprechende 
Puncte der projectivischen Geraden 4, und 4, sind. Da nun 4 mit 4,, 
und #£, auch mit 4, projectivisch ist, so mufs auch (5.) 4, mit 4 pro- 
jeetivisch sein, und zwar sind, dem Vorigen zufolge, x, und r, », und », 
und ;, drei entsprechende Punetenpaare, wodurch (4.) die projeectivi- 
sche Beziehung der Geraden 4, und 4 vollständig, und also (6.) auch 
der durch sie erzeugte Kegelschnitt bestimmt ist; es ist nemlich derjenige, 
welcher die Geraden #,, 4 und deren Projectionsstrablen x, y, = berührt; 
dies ist aber kein anderer als der Kreis ß, Folglich (2.) müssen auch 
alle übrigen Projectionsstrahlen der Geraden A, und 4 den Kreis (Kegel- 
schnitt) 3 berühren. Nun waren in den Geraden A und 4,, a und a, 
entsprechende Punete; dem Puncte a, in der Geraden 4, entsprach fer- 
ner in der Geraden #4, der Pünct a,, folglich mufs der Punct a, in der 
Geraden #4, dem Puncte a in der Geraden 4 entsprechen; demnach (1.) 
ist a, (oder a,a) ein Projectionsstrahl der projectivischen Geraden 4, und 
A, und muls also (2.) den durch dieselben bestimmten Kreis (Kegel- 
schnitt) 3 berühren. 

Da nun der Punet a in der Geraden 4 ganz willkürlich angenom- 
men worden ist, so muls allemal die, durch die Construction von a aus 
bestimmte Gerade @, (oder a,a) den Kreis (Kegelschnitt) ß berühren, folg- 
lich kann man unzählige Dreiecke so beschreiben, dafs ihre Ecken in den 
Geraden 4, 4, #2, liegen und ihre Seiten die Kreise (Kegelschnitte) Y, 
a, ß berühren, was zu beweisen war. 

Da die vorher angeführten Sätze nicht auf den Kreis insbesondere 
Bezug haben, sondern allgemein für Kegelschnitte gelten, so wird auch 
der bewiesene Satz nicht auf den Kreis beschränkt sein, sondern muls 
für jede Art von Kegelschnitten gelten. Da aber an drei Gerade, 4, 4,, 


A,, unendlich viele berührende Kegelschnitte möglich sind, so wird sich 
der Satz hiernach modificiren. Demnach ist auch der Beweis für den 


obigen allgemeinen Satz (links) ganz analog geführt, 


- 
1 
4 
x 
ch 
NM 


fischer Dulse, 


Beweis der Lehrsätze unter [No.41.]. 


Es seien B,, B,, .... B, be- 
liebige Kegelschnitte, die einem ge- 
gebenen Dreiseit xy eingeschrieben 
sind, und man habe, der Reihe nach, 
an B,, D, und B,, D, und B,, 
...., und BD, immer die vierte 


geroeinschaftliche Tangente 4,, 
A, gelegt. Die Puncte, in 


welchen die Geraden x, y, x, die 


den, mögen respective 


heifsen. Man nehme nun in der Ge- 
raden 4, einen ganz beliebigen Punet 
a, an, ziehe aus demselben die zweite 
Tangente e, an den Kegelschnitt D, 
(die andre Tangente ist die Gerade 
A, selbst), so wird jene die Gerade 
A, in irgend einem Puncte o, schnei- 
den; aus diesem lege man wieder 
eine Tangente an den Kegel- 
schnitt D,, und fahre so fort, bis 
man aus dem FPuncte a,_, in der 
Geraden 4,_, eine Tangente a,_, an 
den Kegelschnitt D, gelegt hat; nun 
wird @,_, dj? Gerade 4, in irgend 


einem Pırmct> a, schneiden, und es 


ist 
rade (oder «@,) den Kegelschnitt 


dann zu beweisen, dafs die Ge- 


BD, berührt, was ganz auf dieselbe 
Weise geschieht, wie beim vorigen 
Satz. Denn, da die Geraden £, und 
4, den Iegelschnitt B, berühren, so 
sind sie (3.) in Ansehung der Puncte, 
in welchen sie von den übrigen Tan- 


Es seien 4,, Ar, .... A, be- 
liebige z Kegelschnitte, die einem 
gegebenen Dreieck rn3 umschrieben 
sind, und man habe die Puncte B,, 
B;, .... B, fixirt, in welchen 
sich die Kegelschnitte 4, und 4,, 


und 4, (aulser in den drei Puneten 


9, 3) zum viertenmalc schneiden. 
Die Strahlen, welche von den Punc- 
ten B,, D,, D, mach den 


Puncten r, », 5 gehen, mögen re- 
spective Yır 215 45 
Nun ziehe man durch D, eine ganz 
beliebige Gerade Ö,, diese wird den 
Kegelschnitt 4, zum zweitenmale in 
irgend einem Puncte 5, schneiden; 
aus D, ziehe man dann wieder durch 
D, eine Gerade d,, welche den Ke- 
zum zweitenmale in ir- 
gend einem Puncte b, schneiden wird, 
und fahre so fort, bis man aus dem 
Vuncte b,_, im Kegelschnitt #,_, eine 
Gerade d,_; durch D,_, gezogen hat; 
diese wird den Kegelschnitt 4, in 
irgend einem JPuncte b, schneiden. 
Zieht man nun aus diesem durch BD, 
eine Gerade 6,, so schneidet letztere 
die Gerade d, in irgend einem Puncte 
b,, und es ist dann zu beweisen, 
dals b, ein Punct des Kegeischnitts 
A, iste Da nun die Puncte D, und 
D, im Kegelschnitt £, liegen, so sind 
sie (3. a.) die Mittelpuncte zweier 


selschnitt #4; 


A, und 4 Ad 


9. Leithold, Beweis einiger geometrischer Nutze, 


genten desselben, wie x, Y, 2, 
geschnitten werden, projectivisch, 
folglich sind r, und rn, y, und nm, 
und und namentlich auch a, 


und a, entsprechende Puncte; eben 
so sind die Geraden #4, und 45, 4; 


und Ay, und 4, projec- 
tivisch, und zwar berühren ihre Pro» 


jeetionsstrahlen respective die Kegel- 
schnitte B,, ...-, B„.; demnach 
entsprechen sich in ihnen der Reihe 


nach die Puncte: Ya, M, und 


und folglich (5.) sind 
auch 4, und 4, projectivisch, und 
zwar ist ihre projectivische Bezie- 
hung bestimmt, da (4.) drei ent- 
sprechende Punctenpaare: r, und 
und 3, und 3, gegeben sind. 
Folglich (6.) ist auch der durch ihre 
Projectivität erzeugte Kegelschnitt be- 
stimmt; es ist nemlich derjenige, wel- 
cher sie (4, und 4,) selbst, und die 
Projectionsstrahlen x, y, z berührt. 
Dies ist aber der Kegelschnitt D,, 
folglich (2.) müssen alle audere Pro- 
jectionsstrahlen der projectiyischen 
Geraden 4, und #, ebenfalls den 
Kegelschnitt D, berühren. Aus dem 
Obigen geht aber hervor, dafs in 
den Geraden 4, und 4,, a, und a, 
entsprechende Puncte sind, also (1.) 
ist @, ein Projectionsstrabl dieser Ge- 
raden, und muls demnach den Ke- 
gelschnitt B, berühren. 
Crelle's Journal d. 31. Bd. Mil. 
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projJectivischen ebenen Strahlbüschei, 
deren entsprechende Strahlen sich in 
den übrigen Puncten des Kegelsehnitts, 
wie 1, 3, b, schneiden; folglich sin 
x, und y,und y;, 5, und z,, und 
namentlich auch 2, und 5, entspre- 


chende Strahlen der projectivischen 
ebenen Strahlbuschel B, und eben 


so sind auch die Puncte B,, B,, B,, 
die Mittelpuncte ebener Strahl- 
büschel, deren jeder mit dem folgen- 
den projectivisch ist, und deren eut- 


sprechende Strahlen sich respective 
in den Kegelschnitten 4,, -#,, 


A, schneiden. Demnach entsprechen 
sich in ihnen der Reihe nach die 
Strahlen: y., db, und x,, y,, 
b,. Folglich (5. @.) sind auch 
B, und BD, die Mittelnunete zweier 
projectivischen ebenen Strahlbüschel, 
und zwar ist ihre projectivische Be- 
ziehung bestimmt, da (4. a.) drei ent- 
sprechende Strahlenpaare: x, und x, , 
Y„ und Y,, 3, und z, gegeben sind; 
daher (6. a.) ist auch der durch ihre 
Projeetivität erzeugte Kegelschuitt be- 
stimmt; es ist nemlich derjenige, wel- 
cher durch B,, r, und 5 geht; 
dies ist aber der Rhegelschnitt 4,, 
folglich (2. e.) müssen alle übrigen 
Durchschnitte entsprechender Strah- 
Ienpaare von D, und P,, im Kegel- 
schnitt ./ liegen. Aus dem Obigen geht 
aber hervor, dafs b, und Ö, zwei ent- 
10 
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Da nun der Punct a, in der Ge- 
raden A, ganz willkürlich angenom- 
men worden, der Beweis also für 
jeden andern in 4, angenommenen 
Punet ebenfalls gültig ist, so folgt, 
dals man unzählige z Ecke so be- 
schreiben kann, dafs ihre Ecken, nach 
der Reihe in den Geraden 4,, 4,, 4,, 
2... 4, liegen, und ihre Seiten, nach 
der Ordnuog, die Kegelschnitte 
B,, B;, 2, berühren, was zu 
beweisen war. 


. . .. 
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sprechende Strahlen von B, und Bsind, 
folglich mufs auch ihr Durchschnitts- 
punet b, im Kegelschnitt 4, liegen. 
Da nun der Strahl 5, durch ZB ganz 
willkürlich gezogen worden ist, der 
Beweis also für jeden andern, durch 
Db, gezogenen Strahl ebenfalls gilt, so 
folgt, dafs man unzählige z Ecke so 
beschreiben kann, dafs ihre Seiten, 
nach der Reihe, durch die Puncte D,, 
D,, D,, ...., B, geben, und ihre 
Ecken, nach der Ordnung, in den Ke- 
gelschnitten Ar, Ay, 
liegen, was zu beweisen war. 


| 
| 


6. Oettinger, Aufstufuugen der einfachen Functionen. 75 


Ö. 


Aufstufungen der einfachen Functionen. 


(Von dem Herrn Prof. Oettinger zu Heidelberg.) 


1. 
Fine Reit Functi hi inander unabhängig sei 

ine Reihe von Functionen, die unter ewmander unabhängig sein oder 
auch in einem Zusammenhapge stehen können, werden auf die bekannte 


Weise bezeichnet: 


Die Function A,, deren Stellenzahl O ist, heifse das Mittelglied. Die 
Glieder auf seiner Rechten unterscheiden sich von denen auf der Linken 
dadurch, dafs jene positive, diese negative Stellenzahlen haben. Diese Ei- 
genschaft bestimmt für den Fall, wo ein gemeinschaftliches Bildungsgesetz 
unter den Gliedern der Reihe angenommen wird, die Verschiedenheit der 
Ableitungsweise. Die vorgelegte Reihe ist der Annahme nach unbeschränkt 
oder unendlich; sie kann aber nach Willkür beschränkt oder endlich au- 
genommen werden. 

Die Differenzen- Rechnung hat die Glieder dieser Grundreihe wei- 
ter untersucht, und gezeigt, welche wichtige Folgerungen sich an eine lei- 
tende Grundidee knüpfen lassen. Die Idee, welche dieser Rechnung zu 
Grunde liegt, ist einfach und besteht darin: dafs sie zwei Nachbarglieder 
mit einander vergleicht, das frühere von dem spätern abzieht, und den 
Überschufs beider näher untersucht. 

An diese Idee wollen wir folgende ähnliche knüpfen, und von ei- 
nem vorhergehenden Gliede auf das nachfolgende übergehen 
und beide zusammen zählen, und ferner das nachfolgende vom 
vorhergehenden abziehen. 

Das zuerst angedeutete Geschäft wollen wir durch das Wort Auf- 
stufung, das zuletzt angedeutete durch Abstufung bezeichnen. 

Die Dilferenzen-Rechnung hat das Grundgeschäft, worauf sie be- 
ruht, mit dem griechischen Buchstaben A bezeichnet; nach dieser Analo- 
gie soll das Geschäft des Aufstufens durch einen andern griechischen Buch- 
staben und das des Abstufens durch angedeutet werden. 

Nach diesen Bemerkungen ergeben sich für die genannten drei Gre- 


schäfte, die wir au den Fuuetionen der vorliegenden Reihe vornehmen 
10 * 
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können, folgende Gieichungen: 
1. für das Geschäft des Aufstufens: 
2. für das Geschäft des Unterschied - Nehmens: 
3. für das Geschäft des Abstufens: 
Die Functionen nun, die auf die genannte Art behandelt werden sollen, 
sollen mit dem allgemeinen Namen aufsteigende Functionen ge- 
nannt werden. 

Nachdem nun die Prineipien des Calculs festgestellt sind, so wenden 
wir uns zuerst zu der Betrachtung der aufstufenden Functionen, und su- 
chen ihre Bildungs- und Ableitungs- Gesetze auf. 

$. 2. 
Aus dem unter 1. angegebenen Grundgesetze ergeben sich leicht 
folgende, die Ableitungsweise verdeutlichende Fälle: 
= X +% — 
— 
u. Ss. u. 
Diese Darstellungsweise führt auf eine zweite Reihe von folgender Form: 

die man die erste Aufstufungs-Reihe, oder schlechthin Aufstufungs- 
Reihe nennen kann. Nimmt man nun weiter Aufstufungen von den er- 
sten Aufstufungen, so werden die Glieder der ersten Aufstufungs - Reihe 
als Glieder der Grundreihe betrachtet, und man wird von den Gliedern 
der ersten Aufstufungs-Reihe auf die der zu findenden Reihe, auf dieselbe 
Weise übergehen, wie man von denen der Grundreihe, auf die der ersten 
Aufstufungsreihe übergegangen ist. Daraus werden folgende Gleichungen 
entspringen: 


u 8 u 


; 
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Hierin wird unter ”=({£ die Aufstufung von der Aufstufung, oder die 
zweite Aufstufung verstanden. Alle, auf die genannte Art gefundenen 
Glieder vereinigen sich zu folgender Reihe: 
die füglich zweite Aufstufungs-Reihe genannt werden mag. Setzen wir 
diese Ableitung weiter fort, so gelangen wir zur dritten, vierten u, 8. W. 
Aufstufungs-Reihe, und dadurch zu folgender Darstellung: 
4. 


Man kann nun auch den umgekehrten Weg betreten, und von der 3ten 
auf die 2te, von dieser auf die erste Aufstufungsreihe, dann auf die Grund- 
reihe übergehen, und es lälst sich leicht erkennen, dafs man dadurch auf 
Reihen kömmt, die vor der Grundreihe liegen, bei denen die Stellenzahlen 
der Glieder, wie hier, unverändert bleiben, die Exponenten von £ aber 
negativ werden und fallen. Die zunächst vor der Grundreihe liegende 


wird folgende Gestalt haben: 
die dieser vorhergehende, folgende: 
Die Fortsetzung dieser Ableitung führt zur folgender Zusammenstellung: 


Das Gesetz für die Aufstufungen, welches beiden Darstellungen 4. und 5. 
zu Grunde liegt, stellt sich durch folgende Gleichungen allgemein dar: 


$. 3 


Wir gehen nun, nach der Feststellung der allgemeinen Grundzüge 
unseres Calculs, zu weiteren Folgerungen über, und stellen zuerst das Ge- 
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setz, wonach irgend ein Glied einer spätern Aufstufungs-Reihe aus den 
Gliedern der Grundreihe dargestellt wird, dar. 


Setzt man zu dem Ende in (7.) m=2 und +Hn=0, so entsteht: 
X, X, + 
Stellt man ferner die ersten Aufstufungen (X, und ZX, nach den Glei- 
chungen des vorhergehenden $. durch die Glieder der Grundreihe dar, 
und ordnet sie nach den Stellenzahlen, so erhält man: 
X, 
und hieraus durch Vereimgung: 
= + X, 
Auf gleiche Weise stellt sich ein Glied der dritten Aufstufungsreihe aus 
denen der Grundreihe dar, denn wird in (6.) n=3 und +—r==0 gesetzt, 


so wird EX, +EX. 
Entwickelt man den Ausdruck (?X, und @X, nach der Gleichung (8.), 
letzteren dadurch, dals man die Stellenzahlen erhöht, und ordnet die er- 
haltenen Glieder nach den Stellenzahlen von X, so zieht man hieraus: 
= X, +2X,+ X 
+ &+2%4+X, 
Die Vereinigung dieser Glieder erzeugt: 
9 EX, =X, +3X, +3%,+X,. 
Eben so findet sich folgende Darstellung : 
EX, —= +6 +4, + X, usw 
Man erkennt aus den behandelten Fällen leicht, dafs das Übergangs - Ge- 
setz bei allen Reihen gleich ist, und es wird daher allen Reihen, die gleich 
weit von einander entfernt liegen, ein gleiches Ableitungsgesetz zu Grunde 
liegen. Eben so erkennt man leicht, dals die Glieder der entwickelten 
Reihe mit Vorzahlen verbunden sind, die mit denen des Binomiums über- 
einstimmen müssen, da sie auf dieselbe Weise erzeugt werden. Das all- 


semeine Ableitungsgesetz lälst sich also so vorstellen: 


Die Identität der entwickelten Reihe mit der Darstellung des Binomiums 
wäre vollkommen, wenn die Stellenzahlen von X als Exponenten erschie- 
nen. Zeigen wir diese Übertragung der Exponenten auf Stellenzablen, 
um eine Übereinstimmung mit dem Binomium herbeizuführen, durch den 


f 
| 
er 
+ 
| 
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griechischen Buchstaben © an (cf. Differenzial-Calcul, Mainz bei S. Mül- 
ler, Pag. 200 u. ff.), wonach also ©” X, für X,,_, zu setzen ist, so geht 
die vorstehende Gleichung in folgende über: 
und diese, wenn X,, das mit jedem Glicde verbunden ist, ausgeschieden 
wird, in folgende: 
Hieraus geht eine ganz kurze Darstellung hervor, und es ist: 
12. @X = (I+E)X, 
Berücksichtigen wir, dafs die gemachten Schlüsse nicht allein von dem 
Mittelgliede der Reihen, X,, sondern von jedem andern Gliede gelten, so 
reihen sich hieran folgende Gleichungen: 
- —1 
und 
$. 4. 

Auf das Zusammenfallen der so eben gewonnenen Entwicklungen 
mit den Gesetzen des Binomiums gründet sich der weitere Schluls, dafs 
die Binomial-Gesetze mit ihren Veränderungen auch auf die Aufstufungen 
übergetragen werden können, Soll daher ein Glied einer Reihe, die vor 
der Grundreihe liegt, durch Glieder der Grundreihe dargestellt werden, 
so ergiebt sich diese Darstellung unmittelbar, wenn wir in der Gleichung 
(12.) —m statt 2 setzen, und ©-+1 der Anordnung 1+ © vorziehen. 
Hiedurch gewinnen wir 


Eben so folgt aus (13.) und 1a): - 
16. =($+1)”X 


Diese Darstellungen lassen jedoch keine Einsicht in die Entwicklung selbst 
zu, daher theilen wir noeh folgende andere mit, die uns Veranlassung zu 


mancherlei Anwendungen geben wird. 


m 
Kommt +... 
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Setzt man nemlich in der Gleichung (6.) m =0, und statt n all- 
mählig die Werthe —1, —?2, —3, ...., so hat man vorerst: 


= 
und durch Umstellung und gleiche Behandlung folgende; 


= — 


Die Substituirung der gefundenen Werthe verschafft die Möglichkeit, die 


Function £”'"X, durch zwei, drei, vier u. 8. w. Glieder der Grundreihe 
darzustellen, und man hat für die Darstellung durch zwei Glieder: 


= 
durch drei Glieder: 

durch vier Glieder: 

und allgemein durch (2-+ 1) Glieder: 
Nehmen wir aber eine Substitution bis ins Unendliche an, so wird auch 
die Gliederanzahl unbeschränkt sein, und wir erhalten alsdann folgende 
Gleichung: 

19. "N = X, 
Wir laben demnach zwei Darstellungsweisen für die Glieder der Reihe, 
welche der Grundreihe vorhergeht, gefunden, und zwar durch eine end- 
liche und unendliche Gliederanzahl. Diese Eigenthümlichkeit der 
aufstufenden Functionen halten wir fest, und legen sie für weitere Ent- 
wickelungen zu Grund. Der Kürze wegen wollen wir die Functionen 
IX, X,u. w., zur Unterscheidung von CX,, ®X,,...., 
durch den Namen negative Aufstufungen bezeichnen. 

Die entwickelte Darstellung der zweiten negativen Aufstufung ge- 
winnt sich dadurch, dafs man die Aufstufung von der ersten Aufstulung 
nirnmt, oder, was diesem gleichkömmt, die Gleichungen (18.) und (19.) mit 
<' vervielfacht, und dann die einzelnen Glieder der Gleichung nach den 
in (18.) und (19.) gefundenen Vorschriften entwickelt. Suchen wir daher 
zuerst die Darstellung für eine endliche Glieder- Anzahl, so gewinnen wir 


. 
\ 


b. Oettinger, Aufstufungen der einfachen Functionen. 8] 


dadurch, dafs wir die Glieder der Gleichung (18.) mit {' verviellachen: 


Die Gleichung (18.) gilt für (2-+1) Glieder der Grundreibe. Damit nun auch 
hier eine Reihe von (2-+1) Gliedern der Grundreihe gewonnen werde, 


so muls das erste Glied auf der rechten Seite des Gleichheits- Zeichens 
<'X_, nach (18,) so entwickelt werden, dals (2 -H1) Glieder der Grund- 


reihe vorkommen. Seine Stellenzahl aber ist um 1 niedriger als die von 
'X,, daher müssen bei der Entwickelung von "'X_, die Stellenzahlen 
sämmtlich um 1 erniedrigt werden. Demzufolge erhalten wir: 


Wird das zweite Glied — ('Ä_, auf gleiche Art entwickelt, so müssen 
die Stellenzahlen der Glieder in der entwickelten Reihe, der Übereinstim- 
mung wegen, so weit heruuter geführt werden, dafs das letzte Glied 
unter folgender Gestalt X_,_, erscheine. Hierzu werden nur z Glieder der 
Grundreihe nöthig sein, denn es ist 


Behalten wir die angegebene Entwickelungsweise bei, und berücksichtigen 
wir, dafs die Entwickelung jedes spötern Gliedes ein Glied der Grundreihe 
weniger liefern wird, so entsteht durch Einführung der entwickelten Rei- 
hen und Ordnen nach den Stellenzahlen der Functionen : 

— 


Die Übereinstimmung der Glieder der entwickelten Reihen in verticaler 
Richtung macht ihre Vereinigung in eine einzige möglich. Berücksichtigt 
man, dafs das erste Glied einmal, das zweite zweimal, das dritte dreimal 
u.s. w., das (z+1)te (2--1)mal vorkommt, so hat man: 
20. = I.,—2X, —... 

Leichter gewinnt man die Darstellung der zweiten negativen Aufstufung, 
durch eine unendliche Glieder- Anzahl der Grundreihe; denn die Grenz- 
glieder, die bei der vorstehenden Ableitungsweise nöthig werden, fallen 


weg. Diese Bemerkung führt unmittelbar zu folgender Darstellung : 
Creite's Journal d. M. Bd. Xi. 1. | 


| 
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Zur dritten negativen Aufstufung führt das Vervielfachen der zweiten mit 
Es ist also 

Werden nun die Ausdrücke C’X_, 2C'XZ, .... in entwickelten Dar- 
stellungen, nach Vorschrift der Gleichung (18.), so eingeführt, dafs (+1) 
Glieder der Grundreihe erscheinen, so fällt die Stellenzahl des letzten 
Gliedes der Grundreihe auf — (2 +3), und es entsteht folgende Darstellung: 


EEE EEE TE EB ET 


nl , 


Auch hier lassen sich die Glieder der Vertical-Reihen vereinigen, wenn 
man heriokaichtigt, dafs 


{ 
>) 


er ) 
ist. Hieraus entsteht folgende Darstellung der dritten negativen Aufstu- 
lung einer Function durch er Glieder der Grundreihe : 


Einfacher gewinnt a die Darstellung A dritten negativen Aufstufung 
einer Function durch eine unendliche Anzahl von Gliedern der Grundreihe, 
denn es fallen die beschränkenden Glieder aus dem Calcul weg, und wir 


1.2? 
14243 3.4 
| 1.2 
45 
| 1+2 +3 2, 
‘ 
5.2 
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erhalten unmittelbar: 
ie 2.3 3.4 4.5 


Der Gang für die Ableitung der höhern negativen Aufstufungen bewegt 
sich in denselben Grenzen, und bleibt für alle Fülle gleich. Das Bildungs- 
gesetz, welches einer endlichen und unendlichen Gliederanzahl zu Grunde 
liegt, lälst sich ia seiner Allgemeinheit aus den behandelten Füllen erken- 
nen. In Worten es deutlich machen zu wollen, wäre zu weitläufig, da- 
her mag es in folgender Gleichung vorgelegt werden: 


m r 3.4....(m-4+1) > 
a (n-+1) .... (n-m—2) 


1 


oder in Zeichen: | 
23. 


1 m—] | L 


Für eine unendliche Gliederanzahl gilt folgende Darstellung: 


oder 
Die Entwicklungen (24.) und (25.) fallen mit (15.) vollkommen zusam- 
men, wenn man berücksichtigt, dals 
m __  2.3.4....(m—1).ım 
1 723...(m1) 
m(m+1) __ 3.4.5....(m—1).m(m-+1) 


m (m-+1) (m-+2) 4.5.6....(m—1). m (m-H1) (m 2) 
1.2.3....(m—1) 


usw. ist 


5. 
Wir wenden uns von der so eben beantworteten Frage zu der um- 
gekehrten: Wie wird ein Glied der Grundreihe aus den Gliedern der Auf- 
11 * 
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stufungs-Reihen abgeleitet? Zu dem Ende setzen wir in der Grundglei- 
chung (6.) n=1 und 2=0, und erhalten durch Umstellung 
26. 
Diese Gleichung wird uns als Vorschrift für die Ableitungen dienen. Die 
Stellenzahlen dieser Gleichung können, wie oben gezeigt wurde, nach 
Willkür erhöht werden. Erhöhen wir sie um 1, so ist 
Setzt man nun statt des ersten Gliedes (X, auf der rechten Seite des 
Gleichheitszeichens den Werth, den man durch Vervielfachen der Glei- 
chung (26.) mit erhält, also X,—CX,, und statt des zweiten 
Gliedes X, den Werth nach (26.) unmittelbar, so erhalten wir 
— CA, +X, 09 
21. X, — — IX, + 
Erhöhen wir hierin die Stellenzahlen, so entsteht: 
Behandeln wir nun die Ausdrücke auf der rechten Seite des Gleichheits- 
zeichens auf die eben angegebene Weise nach (26.), so ist 
A; = CA,— 
+ — 


Die Vereinigung dieser Glieder erzeugt: 

Das Ableitungsgesetz zeigt einen unveränderlichen Gang. Vorzahlen und Ex- 
ponenten von ( stimmen mit denen des Fo Se es wird also allgemein: 


oder, wenn X, „ak wird: 


9. 


n 


also 


Auch hier gilt das nemliche PER TSRLESDE für die Reihen, welche vor der 


Grundreihe liegen; eben so bei erhöhten oder- erniedrigten Stellenzahlen, 
und es wird 


b) 


4 
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$. 6. 

Wir haben bisher die Untersuchung der aufstufenden Funectionen 
ganz im Allgemeinen gehalten und ihre Eigenthümlichkeiten weiter erforscht. 
Das Allgemeine gehört dem Gebiete der Speculation an. Das Concrete giebt 
Leben und Anschauung. Um nun Anwendungen machen zu können, müs- 
sen wir diese allgemeine Betrachtungsweise verlassen, und uns auf das 
Specielle beschränken. Wir nehmen deswegen an: die Glieder der Grund- 
reihe in (4.) und (5.) stehen in einem solchen Zusammenhange, dafs jedes 
nachfolgende Glied aus dem vorhergehenden auf gleiche Weise mittelst 
einer veründerlichen Grölse abgeleitet werde. Bezeichnet man nun das 
Mittelglied, als die Function, aus der alle Glieder erwachsen, durch fx, die 
Zunahme der veränderlichen Grölse mit Ar, so ziehen wir hieraus fol- 
gende Darstellung: 

Die vorzüglichsten Functionen, welche die Analysis aufgefunden hat, sind: 
x", a‘, logx, sinx, Wenden wir nun das Gesagte auf die 
genannten Functionen an, so führen. sie zu folgenden eigenthümlichen 
Grundreihen, und zwar: 

für die Potenzialgrölsen : 

für die Facultäten: 
für die Exponentialgrölsen : 
34. axt2ax axt3Ax 
für die Logarithmen: 
35. loga, loge+äAr), ..., 
für die Sinus: 
36. sinn, sn sn(c--?Ar), .... 
für die Cosinus: 
37. 
Einfachere Darstellungen ergeben sich noch, wenn Ax=1 gesetzt wird. 

Wir gehen nun zu den Darstellungen der Aufstufungen der Functio- 
nen selbst über. Sie zerfallen, ihrer Natur nach, in die positiven und ne- 
gativen Aufstufungen. Die Grundgleichung, welche für die Darstellung der 
ersten positiven Aufstufung jeder einfachen Function gilt, ist: 


33 


| 
27 


= 
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Sie führt zu der allgemeinen Vorschrift: Man lasse, um die erste 
Aufstufung einer Function zu erhalten, die veränderliche 


Grölse einer Function um Ax wachsen, und zähle die ur- 
sprüngliche Function zu. 


I. Darstellung der Aufstufungen der einfachen Functionen, 
wenn die Zunahme Ax eine endliche Gröfse ist. 


A. Darstellung der positiven Aufstufungen der einfachen 
Functionen. 


7% 


Darstellung der Aufstufungen der Potenzialfunctionen 4 or, 


Die erste Aufstulung der Potenzialfunction x” wird sich nach (38.), wenn 
fx = x’ gesetzt wird, durch folgende Gleichung bilden: 

fr = 
Wird das Binomium (2-+-Ax)’ in eine Reihe entwickelt, und die gleichen 
Glieder vereinigt, so entsteht folgende entwickelte Darstellung : 


Ist aber fx = = so wird 
1 
Berücksichtigt man, dals der Zühler in dieser Darstellung, + (= -+AxY — 
<x” ist, so gewinnt man 
40 Car < 
Die entwickelte Darstellung giebt folgende Gleichung: 


Die nemliche Entwickelung gilt auch für Functionen mit gebrochenen Ex- 


q 


ponenten, 2, x '. 


2 
= 
. 
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Die höhern Aufstufungen von x? ergeben sich unmittelbar aus der 
Gleichung (10.), wenn X, =fr=x, X, =f(x+Ar) = u. s. w. 
gesetzt wird. Es ist 


mAx). 
Werden die Binomien der entwickelten Reihe in Reihen dargestellt, so 
entsteht: 


1.2.9 


x’ + ar! mAxc+ (Ar). 


Eine Zusammenstellung der Glieder dieser Reihen nach den steigenden 
Potenzen der Zunahme führt zu Folgendem: 


m(m— . m(m-1)(m-2 / 


. Eine andere een aA durch die Gleichung (39.) gewonnen, wenn 
man sie als Vorschrift betrachtet, von ihr auf die zweite Aufstufung, und 
von dieser auf die dritte nach gleicher Methode u. s. w. fort geht. Diese 
Ableitungsweise ist die zurücklaufende, und wird demungeachtet zu einer 
unabhängigen Bildungsweise führen. Vervielfacht man nemlich die Glei- 


chung (39.) mit Ö, so entsteht: 


und die Entwickelung der zweiten Aufstufung verlangt, dals alle Glieder 
auf der rechten Seite nach Vorschrift der Gleichung (39.) dargestellt wer- 
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den, was leicht dadurch erzweckt wird, dafs allmälig 7, 7—1, p—2, .... 


statt p in (39.) gesetzt werden. Ordnet man dann nach den Potenzeu 
von Ax, so fliefst hieraus: 


1) (p- 
+ p(p-1) 2) 
| 


p(p-1) (p-D) 
1.2 09 


Die Vorzahlen der einzelnen Glieder bestehen in Facultäten, deren Zähler 
harmoniren, deren Nenner aber verschieden sind. Bringt man Harmonie in 
diese durch Vervollstündigen, so folgert sich hieraus leicht die Darstellung: 


PR DE ıP p(p-1) 9-2 / \2 ( -2) 

+ 7 + 3 

+21 + 3 

+21 
Nennt man nun die Vorzahlen der Glieder dieser Reihen, der Kürze we- 
gen, Ar, stellt sich die Reihe so dar: 


Aus dieser Reihe leitet sich die dritte Aufstufung durch Vervielfachen aller 
Glieder mit ( ab. Daher ist: 


(39.), in Reihen entwickelt, so führen sie zu ar Darstellung: 


Fon 
+24, 


Die nemliche Bemerkung, wie vorhin, über die Facultäten der Vorzahlen, 
rechtfertigt folgende Darstellung: 


p(p-1)(p-2) 
wu 
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+24, +24, +34, 
+24; +34; 
+24, 


Das Bildungsgesetz, welches den Vorzahlen dieser Reihe zu Grunde liegt, 
tritt deutlich hervor. Nennt man die Vorzahl des (2+1)ten Gliedes die- 
ser Reihe B,;,, so hat man: 


Da nun der Übergang von einer Aufstufung zu der Sala unverändert 
derselbe bleibt, so ist auch das vorliegende Bildungsgesetz, allgemein. Sind 
die Vorzahlen der vorhergehenden Aufstufung bekannt, so können aus ihnen 
nach (44.) die Vorzahlen der nachfolgenden gebildet werden. Wendet 
man dieses Bildungsgesetz an, so führt es zu folgenden Entwickelungen: 


u W 
Auf gleiche Weise lassen sich die Aufstufungen für x” bestimmen. 


. 8 


Anwendungen der Gleichungen des vorigen $. 


Bezeichnen wir nun die zte Aufstufung von x im Einklauge mit 
den Darstellungen (45.) durch folgende Reihe: 


46. = ma’-Lm, + m (An). 


worin Mg, die Vorzahlen bezeichnen, wie sie nach der 
Gleichung (44.) gewonnen werden, und kerücksichtigen wir, dals die 
Gleichungen (46.), (42.) und (43.) Darstellungen für eine und dieselbe 


Sache sind, so ergiebt sich aus der Vereinigung von (42.) und (44.) fot- 
gende neue: 


Crelie's Jonrnal & M. Bd. XL Iir 1. 12 
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m 


= m,<”’+-m, m + 

worin die Reihe auf der linken Seite als Summenreihe, und die auf der 
rechten als ihr Summen-Ausdruck, oder nach Umständen auch umgekehrt 
genommen werden kann. Die Glieder- Anzahl der ersten Reihe hängt 
von m, die der andern von p ab. Ist n gröfser als p, so wird die zweite 
als Summen-Ausdruck der ersten, ist 2 kleiner als >, die erste als Sum- 
men-Ausdruck der zweiten betrachtet werden können. _ 

An der ersten Reihe zeigt sich zugleich ein bestimmtes Bildungs- 
gesetz, denn in ihr erscheinen die gleichen Potenzen der um gleiche Grö- 
[sen wachsenden Function, die mit bestimmten Facultäten verbunden sind. 
Nehmen wir für einen speciellen Fall Ar=1, so bildet diese Reihe die 


Potenzen der natürlichen Zahlen, und es entsteht, wenn wir die Summen- 


ri—1 
reihe durch x” oder durch andeuten, wobei für den letzten 


Fall zu berücksichtigen ist, dals r alle Werthe von 0, 1, 2, .... m be- 
zeichnet, ER Darstellung: 


Setzen wir hierin x = ‚?=35 und m =)5, so wird 


35 5.4.3 „3 5.4.3.2 9.4.3.21 


— 32 480.3 + 240.3 800 = 179%. 

Die Gleichung (48.) wird dann besonders brauchbar, wenn p im Verhält- 
nisse zu eine kleine Zahl ist. Die Coefficienten 7,, M;, .... in 
(46.) können auch nach (43.) berechnet werden. 


1.2. p 


hm) 


Darstellung von 


Die erste Aufstufung der Function N wird nach (38.) durch fol- 
gende Gleichung: 


dargestellt. Die höhern Aufstufungen sind nach (10.) in folgender Glei- 


4 
i 
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chung enthalten: 


Eine zurücklaufende Bildungsweise, wie in €. 7., die uns eine andere Dar- 
stellung der höhern Aufstufungen der Facultüten gäbe, und dadurch weitere 
Anwendungen gestattete, lälst sich nicht gewinnen. Man kann jedoch die 
Facultäten in Potenzialgrölsen auflösen, und dann lassen sich auf sie die 
in $. 7. gewonnenen Entwickelungen anwenden. Da diese Anwendung 
uns nichts Neues bieten würde, so beschränken wir uns auf folgenden ein- 
zelnen Fall, worin statt einer einzelnen Facultät die Reihe der natürlichen 
Zahlen, welche ein Aggregat einfacher Facultäten sind, vorkommt. Die Reihe 
der natürlichen Zahlen mit ihrem Summen - Ausdrucke ist bekanntlich: 


Hierin ist die Zunahme Ax=1. Läfst man in Sx nach (38.) die Fuuc- 
tion x um die Zunahme 1 wachsen, und zählt die ursprüngliche Function 


zu, it =1+2+3+4+...+r 

Werden die beiden Reihen auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens 

in ihren Summen - Ausdrücken vereinigt, so gewinnt man: 


— Zar?) 


3estimmt man gleichfalls die Summenfunction für die zweite Aufstufung, 
so ist: a 


1.2 x 1.2 


Eben so erhält man: 


Ä 


1.2 1.2 


und hieraus allgemein: 
52. = 
Die speciellen Fälle führen zu folgenden merkwürdigen Reihen mit ihren 
Summen - Ausdrücken : 


u. 8. u. 
12° 


| 
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Bierher gehört auch noch folgende zusammengesetzte Reihe, deren Glieder 
die ungeraden Zahlen sind, verbunden mit den Vorzahlen des Binomiums, 
und die einen sehr einfachen Summen - Ausdruck erzeugen : 


Der Summen- Ausdruck erscheint als eine Function von der Zahl 2, und 
der Glieder Anzahl z. 

Die Gleichung (54.) führt zu dem Resultate: Jede gerade Zahl 
von der Form ?”(m-+I1) läfst sich in die -» ersten ungeraden 
Zahlen, die mit den Vorzahlen des Binomiums der mten Po- 
tenz verbunden sind, zerlegen. 

Die Gleichung (52.) führt zu folgendem: Jede Zahl von der 
Form ”"(z-+-m-+-1) lälst sich in die («+m) ersten Zahlen 
zerlegen, die mit Vorzahlen besonderer Natur nach Angabe 
der Gleichungen (53.) verbunden sind, 

$. 10. 


Darstellung der Aufstufungen der Exponentialgröfsen. 


Die Aufstufungen der Exponentialgröfsen führen auf sehr einfache 
Darstellungen. Die Gleichung (38.) führt zu der ersten Aufstufung, und 
es ist: 

Aus der Gleichung (10.) Tolst unmittelbar: 


Um auch hier weitere Fr anstellen zu können, suchen wir 
eine zurücklaufende Bildungsweise auf. Sie folgt unmittelbar aus (54.), 
wenn wir von der ersten Abstufung auf die zweite dadurch übergehen, 
dals wir die Abstufung von der Abstufung nehmen, und also die Gleichung 
= (1-+a*)o* 

nat < vervielfachen. Daraus ergiebt sich: 

Vervielfachen wir diese Gleichung mit {, so erhalten wir: 

Ner angezeigte Ableitungsgang bleibt für alle Fälle gleich, und es ist hier- 
ans das allgemeine Bildungsgesetz leicht erkennbar: 


57. = 


\ 
| 
> 
| 
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_ Die Gleichungen (56.) und (57.) sind Darstellungen für eine und dieselb« 
Sache, also einander gleich. Ihre Vereinigung führt zu der Summirung 
einer geometrischen Reihe, deren Glieder mit den Vorzahlen des Binc- 
miums verbunden sind, und es ist: 


Da a, x und Ax unabhängig von einander sind, so lassen sich hieraus 
mancherlei Ableitungen gewinnen. 


Es mögen ferner noch die Aufstufungen der Function I hier ste- 
a* 


ben. Nach (32.) ist 

1 1 1 

Werden die beiden Ausdrücke auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens 
in einen vereinigt, so führt dies zu folgender Darstellung : 


Von der ersten Aufstufung, die wir so eben erhalten haben, nehmen wir 
abermals die Aufstufung, um die zweite zu gewinnen. Daher ist 


. ax 
Die TOR von der zweiten Aufstufung giebt die dritte, und es ist: 


Das allgemeine Gesetz erkennt sich hieraus leicht, und ist: 
„t _ 1 
59. pr" — 
Berücksichtigen wir ferner, dals nach (10.) 
m m (m —1) 1 
ist, so zieht man leicht lieraus folgende Gleichung: 
m m (m —1) 1 _ fire” 1 
1}, 


Darstellung der Aufstufungen von sin. 


Da die Logarithmen keine andere kurze Darstellung der Aufstufun- 
sen liefern, als die allgemeine unter (10.) angegebene, so gehen wir zu 
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den Aufstufungen der Sinus über. Die Gleichung (10.) führt zu folgen- 
der 


sin(c+2Ax) sin(e+mär). 

Auch hier suchen wir zu weitern Anwendungen eine zurücklaufende Bil- 
dungsweise auf. Sie lälst sich mittelst folgender Gleichung, die wir aus 
der Trigonometrie entlehnen, gewinnen: 


2 


welche die Summe zweier Sinus durch Bi: Sinus der Summe und den 
Gosinus des Unterschiedes beider Winkel darstellt. 


62. sinp + sing = 2sin —— . cos —— 


Die erste Aufstufung des Sinus ist nach (38.): 
= sine + sin(r +Ax). 
Wird m (62) und gesetzt, so entsteht 


63. = + sin = 2sin(r co 


Diese Gleichung ist Resultat und Vorschrift für die Bildung der Aufstufun- 
gen des Sinus. Die Vorschrift, die sie enthält, ist: Um die Aufstu- 
fung von sinz zu erhalten, lasse man den Sinus um die halbe 
Zunahme wachsen, und vervielfache den so erhaltenen Si- 
nus mit dem zweifachen Cosinus der halben Zunahme. 


Die zweite Aufstufung ist Aufstufung von der ersten Aufstufung, also 
Ösinx = 20082 


Wird nun sin («+7°) nach der eben gefundenen Vorschrift behandelt, 
so entsteht: 

Eben so wird: 


=?’ (cos =) (x +Ax) = 7° (cos). 2 sin >=) cos 
—= (x (cos =) 


u.8s.W. Diese Ableitungsweise führt zu folgendem allgemeinen Bildungs- 
gesetz: 


Ax Ax\” 
64. 2”sin («+5 ) (cos) . 


> 
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Die Gleichungen (61.) und (64.) erzeugen durch ihre Vereinigung eine 
Reihe, die einem bestimmten Bildungsgesetz unterliegt und ihren Sum- 
men- Ausdruck: 


65. sinz +7 — sin(c+Ax) + sin (c-+2Ax) +... + 
—= 7” sin + (cos = 


Ordnen wir die Substitutionen statt p und 7 in der Gleichung (62.) au- 
ders, und setzen py=x und g=x=+&Ax, so erhalten wir für die erste 
Aufstufung des Sinus: 


sine = sin(e+Ar)+sine = 2sin (x + >=) cos (— =2). 


Berücksichtigen wir, dafs cos (— )= = —.cos = ‚„ so folgt hieraus: 
66. (sine = —2sin cos“ 


Diese Darstellung ist von der Darstellung (63.) nicht durch die Bildungs- 
weise, sondern nur durch das Zeichen verschieden. Leiten wir daher 
nach ihr die spätern Aufstufungen ab, so wird sie auf abwechselnde Zei- 
chen führen, und es wird entstehen: 


= Vsin(e+hAr) (cos 


1) . 


und demnach: 
67. ("sine = (—)” 7” sin (x +” Sy". 


Diese Verschiedenheit der Resultate darf nicht befremden; sie kommt 
häufig vor, wie diels aus der Lehre der Wurzelgrößsen und quadratischen 
Gleichungen u. s. w. bekannt ist. Wir sehen, dafs der Galcul, als allgemeine 
Form, auf unbestimmte Resultate führen kann. Im einzelnen Fall muls 
sich entscheiden, welche Darstellung die richtige ist. 


$. 12. 
Darstellung der Aufstufungen für cos x. 


Die nte Aufstufung des Cosinus bestimmt sich nach (10.) im All- 
gemeinen durch: 


68. + 7 — cos(c+Ax) + 


cos(x+2Ax) +... 


| 

| 
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Wir suchen nun eine zurücklaufende Bildungsweise. Die Gleichung aus der 
Trigonometrie: 


69. cosp+coy = 200522, cos? 


wird uns die Ableitungen vorbereiten. Setzt man nemlich hierin p=x -+Ax 
und g=r, so entsteht: 


70. = cosr +cos(e+Ar) = 200 (x )eos. 
Die Vorschrift, die wir hieraus für die Ableitung der Aufstufungen entneh- 
men, ist: Man lasse die veränderliche Gröfse um die halbe 
Zunahme wachsen, und vervielfache den so erhaltenen Co- 


sinus mit dem doppelten Cosinus der halben Zunahme. 


Hiernach leitet sich die zweite Aufstufung aus der ersten leicht ab. 
Ks ist: 


= 20082 Ccos(x +) Az „cos -+ 


2 cos 


+Ax) ( cos 
Ehen so erhält man: 


?’ (cos) = cos (x (cos—?), 
und hieraus allgemein: 
Om mÄx Ax\” 
71. =? cos (x + (cos) 
Die Verbindung von (68.) und (71.) führt zu folgender Gleichung zwischen 
einer Reihe und ihrem Pa 


72. car c08 + 1) (c+2A2) + cos(x 
== 2” 008 Am -r (cos 


Auch hier lassen sich bei anderer Anorduung der Substitution in (69.) an- 
dere Resultate gewinnen. Wird nemlich und 9=x-+Ar gesetzt, 
so erhält die erste Aufßstufung für cosx folgende weg 


Ceosr cosx+cos(e +Ar) = 2cos(- +” s(— >)» 


A Ax. 
oder , da cos(— = = — Ist: 


| 
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Die höhern Aufstufungen von cosr erhalten dann folgende Formen: 
AaN\? 


A 


cox = 
3A 
— 7° (x =) (cos 


= 


und allgemein: 


74. 
Hieraus ergiebt sich auch folgende veränderte Darstellung der Gleichung (72.): 


Ax 
(—)"" 2" 008 (x + 5 ) (cos 


(Die Fortsetzung folgt.) 


m 
Ce” cosr = (—)” cos (x 5 (cos >) 
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Einfacher Beweis des Gesetzes der gleichförmig 


beschleunigten Bewegung. 
(Von Herrn Dr. 4. Müller, in Heidelberg. ) 


Die Gröfse des Weges zu bestimmen, den ein Körper in einer bestimm- 
ten Zeit mit gleichförmig beschleunigter Bewegung zurücklegt, giebt es 
bis jetzt drei wesentlich verschiedene Methoden. Die erste Methode führt 
durech Anwendung der Differential- und Integral- Rechnung zum Ziele, 
wobei das Differential, wenigstens formell, als unendlich kleine Gröfse be- 
trachtet wird. Die zweite Methode besteht darin, dafs man die Zeit der 
Bewegung durch eine Linie, und die Zeittheile durch Theile dieser Linie aus- 
drückt, ferner in den Endpuncten der Linientheile senkrechte Linien errichtet, 
welche den in den Zeittheilchen durchlaufenen Wegen gleich sind. Die 
Summe dieser Ordinaten zu finden, welche dem in der bestimmten Zeit 
durchlaufenen Wege gleich ist, nimmt man die Zeittheilchen sehr klein, 
so dals die Ordinaten sich sehr nahe kommen, und als den Flächenraum 
eines rechtwinkligen Dreiecks constituirend angesehen werden können. 
Dieser Flächenraum ist alsdann die Gröfse des durchlaufenen Weges. Die 
dritte Methode theilt die Zeit der Bewegung in unendlich kleine Theile, 
so dals ihre Anzahl unendlich grols wird, und, wenn man diese Anzahl 
nennt, n4-1=n gesetzt werden kann. 

Dafs die beiden letzten Methoden nicht jene Schärfe in den Schlüs- 
sen zulassen, welche bei der Deduction mathematischer Wahrheiten ge- 
fordert werden muls, ist anerkannt, und es wird in den meisten Compen- 
dien, wo eine dieser Methoden vorgetragen wird, in einer Anmerkung hin- 
zugefügt, dals der Beweis des Gesetzes, durch Differential- und Integral- 
Rechnung geführt, weit strenger als der andere sei. Der Erfolg ist, dafs 
der Lernende, dem die Kenntnils der Differential- Rechnung abgeht, das 
erwähnte Gesetz auf Treu und Glauben annehmen mufs. Schon aus die- 
sem Grunde möchte die Mittheilung eines Beweises, der weder die Kennt- 
nifs der Differential- Rechnung voraussetzt, noch den Lernenden zur An- 
erkennung von Sätzen zwingt, die nicht wahr sind, nicht überflüssig sein. 


\ 
- 
2 
2 wo... a 
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Die Ableitung des Gesetzes, nach welchem ein Körper mit gleich- -- 
förmig beschleunigter Bewegung fortgeht, besteht in der Beantwortung 
folgender zwei Fragen: 

a) Wenn eine Kraft während irgend einer Zeit auf einen Körper ge- 
wirkt hat, in welchen Zustand ist der Körper am Ende des Einwir- 
kens der Kraft gebracht ? 


und 
b) welchen Weg hat der Körper vermöge des Einwirkens der Kraft 


durchlaufen ? 
Diese Fragen zu beantworten, nehme man an, die wirkende Kraft und 
‘der Körper seien so beschaffen, dals der Körper, vermöge des Einwirkens 
der Kraft, im ersten Zeittheile den Weg c zurücklegen würde, und am 
Ende dieses Zeittheils in einen solchen Zustand versetzt sei, dafs er, ohne 
Einwirken der Kraft, im zweiten und in jedem folgenden Zeittheile den 
Weg « durchlaufen würde. 

Unter dieser Voraussetzung ergiebt sich zunächst der Zustand. in 
welchen der Körper durch das Einwirken der Kraft versetzt ist, ganz 
leicht. Das Bestreben, welches der Körper am Ende des ersten Zeittheils 
hat, ist ihm am Ende des zweiten Zeittheils noch eigen, und er würde, 
ohne das Einwirken der Kraft im zweiten Zeittheile, im dritten den Weg « 
durchlaufen. Wirkt die Kraft noch während des zweiten Zeittheils, so 
erbält der Körper dadurch, vom vorigen unabhängig, das neue Bestreben, 
im dritten Zeittheile den Weg & zurückzulegen, Durch das Einwirken 
der Kraft während der zwei ersten Zeittheile ist also der Körper in den 
Zustand versetzt, dafs er im dritten und in jedem folgenden Zeittheile, 
ohne Einwirken der Kraft, den Weg 2. zu durchlaufen das Bestreben 
hat. Allgemein folgt aus der obigen Voraussetzung, dafs der Weg v, den 
der Körper im (£+1)ten und in jedem folgenden Zeittheile, ohne Einwir- 
ken der Kraft, zurücklegen würde, wenn diese während der 2 ersten Zeit- 
theile auf den Körper gewirkt hat, sein mufs: 

1. 

Für die Bestimmung des Wegs, den der Körper in ? Zeittheilen zurück= 
legen muls, wenn die Kraft während dieser Zeit auf ihn gewirkt hat, hat 
man vermöge der obigen Voraussetzung die Wahrheit, dafs der Körper in 
irgend einem Zeittheile, während dessen die Kraft auf ihn wirkt, den Weg 
c, und aulserdem noch jenen Weg durchläuft, den er wegen des, im An- 
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fange des Zeittheils gehabten Bestrebens, ohne Einwirken der Kraft, zurück- 


legen würde. Demnach ist der Weg s, den der REN in / Zeittheilen 
zurücklegt: 


2: 


Zur Vollstündigkeit dieser Bestimmung gehört aber noch die Kenntmils 
des Zusammenhangs zwischen e und «. Diesen auszumitteln, nehme man 
zuerst an, die Kraft habe, während (?-+ 1‘) Zeittheilen auf den Körper ye- 
wirkt: der Weg s’ des Körpers ist alsdann nach (2.): 


oder 


oder Ä 

Nun nelıme man an, die Kraft habe nur während £ Zeittheilen auf den 
Körper gewirkt, dieser aber sei aulserdem noch während ?‘ Zeittheilen, 
ohne Einwirken der Kraft, fortgegangen. Der Weg des Körpers in der 
Zeit t ist alsdann s, und weil er am Ende der Zeit { das Bestreben hat, 
in jedem folgenden Zeittheile den Weg v =. zurückzulegen, so ist der 
Weg während der Zeittheile = = t‘t.a; mithin ist der Weg 
des Körpers während der Zeit t+t": 

(k) s-+t.t.a. 
Die Wege s‘ und s’ sind verschieden. Nimmt man aber an, das s=s' 
sei, so folgt aus (2.) und (#.), dals 

Weil die \oraussetzung, s’= s‘‘, aus welcher dieser Satz (».) abgeleitet 
worden, nicht allgemein wahr ist, so ist der Satz (p.) ebenfalls nicht un- 
bedingt, und nur unter der Bedingung wahr, unter welcher wirklich s’—= s‘ 


ist. Es ist aber in der That s’= s’‘ nur dann, wenn !=0; also ist der 
Satz (».} nur wahr, wenn ist. Hieraus folgt, dafs 

3. c=-, odee = 2e 
sein muls. Macht man nun hiervon bei den Sätzen (1.) und (2.) Ge- 
brauch, so kat man: 


».: 9 


$ 


_ 
\ 
| 
— 
— 
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8. 
Über die allgemeine Entwickelung der ganzen Potenzen 
des Bogens in Reihen, die nach den aufsteigenden 


Potenzen des Sinus fortschreiten. 
(Vom Herrn Prof. H. F. Scherk in Halle. ) 


Die einfache Reihe, welche die Entwickelung des Bogens nach den un- 
seraden Potenzen des Sinus enthält, ist allbekannt. Eine ganz eben so 
einfache Reihe hat Herr v. Stainville in den Melanges d’analyse für 
das Quadrat des Bogens angegeben. Um sie zu finden, wandte er die bei 
Kreisfunctionen so häufig mit Erfolg versuchte Methode an, nach welcher 
die zu entwickelnde Grölse, also hier das Quadrat des Bogens, in eine 
Differentialgleichung des zweiten Grades gebracht wird, um vermittelst der- 
selben die vor der Hand unbestimmt angenommenen Cocfficienten der Rei- 
hen-Entwickelung zu bestimmen. Auf demselben Wege fortschreitend hat 
Herr Prof, Scholtz im dritten Bande pag. 70 ff. gegenwärtigen Journals 
auch die 3te, 4te, Ste und 6te Potenz des Bogens in die entsprechenden 
heilen entwickelt; ein allgemeines Gesetz für eine beliebige Potenz hat 
sich aber aus jener Untersuchung nicht ergeben. Der Grund hiervon scheiut 


folgender zu sein. Die Reihe für die nte Potenz des Bogens kann offen- 
bar nur die Form 


1. 9" etc. | 
haben, in welcher f(m,1), f(m,2), »... f(m,p) »... die zu bestimmen- 
den Coeffhicienten sind. Nimmt man ihren zweiten Dillerentialquotienten 
in Beziehung auf 9, so erhält man 


m.m—1.9"? 


+6n+2p) (m+2p-1) fm, +...) 
— sin p” [m+(m+2) f (m, 1) sin@? +... „+(m+2p —2) /(m,p — 1) sin gr? +... 


Der Goefficient von sin "=? ist folglich hierin = 
(m+2p)(m+ 2p p) —(m+2p— fm, p—1). 
Setzt man aber in (1.) m —2 für m, so ist auch 
m.m | 
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und folglich 

+ fm, p)— (m+2p— 2} f(m,p—)), 
m .(m —1) —2,p) + (m +2 p — 2)? f(m. 

2 (m-+2p—1)(m+-2p) 

Dieselbe Gleichung für die angenommenen Coefficienten f(m, p) ist a.a.0. 
pag. 73. durch die erwähnte Differentialgleichung des zweiten Grades ge- 
funden *). Sollen sie also vermittelst derselben bestimmt werden, so muls 
man entweder die Coeffhicienten der (nm —-?)ten Potenz bereits kennen, 
wenn die der nten bestimmt werden sollen, und folglich wird man in 
diesem Falle zur Erkenntnils des allgemeinen Gesetzes nur durch Induc- 
tion gelangen, oder man mufs die Gleichung (2.) direct auflösen. 

Ob wir nun gleich weiter unten eine directe Auflösung dieser Glei- 
chung für alle positiven und für gewisse Coefficienten aller negativen Po- 
tenzen anzugeben im Stande sein werden, so glaube ich, eine andere Me- 
thode zur Auflindung des verlangten Gesetzes vorziehn zu dürfen, da sie 
auf den bekanntesten Entwickelungen beruht, und fast eine elementare 
genannt werden kann. 


A. Reihen-Entwickelung für positive Potenzen. 


Es ist bekanntlich 


und auch 


(nn— (2q —1)? 


Entwickelt man also in dieser letzten Gleichung den Coefficienten von 


„+, so ist klar, dafs derselbe, da beide Reihen für jeden ganzen Werth 
(—1)” 
1.2.3....2m 1 
lung für jede ungerade positive Potenz gefunden. 

Auf. dieselbe man 


von 2 gelten, = ist, und somit ist die verlangte Entwicke- 


Im 


5. 2. 4 — (—1)P 1.2. ‚Im 


*) Die hier durch /(m,p), f(m,p—1), ffm-—2,p) angedeuteten Coefficienten 
sind a. a. durch bezeichnet, 


Ä 
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und auch 
4__7Rnsinp® , nn(nn—4)sing* 
(nn—16)....(nn— 4(g—1)?) sin 
1.3.3....29 ten 


und durch die Entwickelung des Coefficienten von 2?” in dieser Gleichung 
erhält man die verlangten Reihen für jede gerade positive Potenz des Bo- 
gens. Suchen wir also zuerst die Auflösung für ungerade Potenzen. 


Setzt man 
7. = 
so weils Jedermann, dals A'g, A’g, 4°’9, .... die Summen der Combi- 
nationen resp. zur ersten, zweiten, dritten, „... Classe ohne Wiederho- 
lungen aus den Zahlen 1°, 3°, 5°, .... (27—1)’ sind, und es geht aus 
dieser Gleichung selbst hervor, dafs A, =1 zu setzen ist, wenn 0), 
hingegen = 0 angenommen werden muls, wenn die ganze Zahl k entwe- 
der negativ oder gröfser als g ist. Es ist folglich das mit n°”+' verbun- 
dene Glied in dem Coefficienten von sin (al in der Gleichung (4.) 
2.3.4....2g9+1° 
und in diesem Ausdrucke ist 9 mindestens = 7 anzunehmen, wenn er 
nicht verschwinden soll. Demnach ist der Coefficient von n?”+! in der 


Gleichung (4.) 


— Anzı sin Am+2 sin 
Dieselbe Quantität ist aber, wie wir bereits oben bemerkt haben, = 
1 ( 3 ar ‚ und daher hat man: 
p sin 


welche Gleichung die vollständige Auflösung unseres Problems für jede 
ungerade positive Potenz enthält. Setzt man auf gleiche Weise 
9. = 
so dafs die Quantitäten B auf dieselbe Weise aus den Quadraten der ge- 
14* 


| 
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raden Zahlen gebildet werden, als die entsprechenden Quantititen 4 aus 
den Quadraten der ungeraden Zahlen gebildet wurden, so erhält man auf 
demselben Wege aus (5.) und (6.) für gerade positive Potenzen: 


sın sın p* 
sin 

Man bemerkt aber nunmehr sehr leicht, dafs die beiden Reihen (8.) und 
(10.) sich unter eine einzige Form bringen lassen, und dafs demnach die 
besten für einen geraden und einen ungeraden Werth von 7 getrennten 
Formen von einer und derselben Gleichung umfalst werden können. Man 

hat nemlich für jedes ganze positive m: 


Mm m sin sin.p* 
11. 9 sin m+1. m+2 + Cut m--1. m+2.m+3.m+4 


sin p?P ) 


je nachdem ungerade gerade Ferner ist: 
die Summe der «Zahlen m’, ...., 


12 


die Summe der Binionen aus den Zahlen m’, 
die Summe der Ternionen aus den «+? Grölsen (2+4)’, (m+?)‘, 
und im Allgemeinen ist 
C" 4, die Summe der Gombinationen ohne Wiederholungen aus den 


»+p—1 Gröfsen (n (na (m+ 29 —6), .... 
Setzt man m =1, so wird =1, 
und 


sin € 1.3 1.3.5 sin 


1.3.5... 
wie bekannt. Setzt man 2 so =1, 


2 „Sin „sin 2.4.6... ein prrt 
2 


Ya 


8. Scherk, Entwickelung der ganzen Potenzen des Bogens nach dem Sinus. 105 


Herr Clausen in dem dritten Bande pag. 91. des gegenw., Journals auf 
einem andern Wege erhalten hat. 

Wird, um einige Potenzen zu übergehen, m 8, 10, 
gesetzt, so erhält man 


sin p* 


sin 


) 9,1 


sing? sin 


2 492 442 sin 


u 5% f. 
Hierdurch haben wir nun zu gleicher Zeit eine Auflösung der Coef- 
ficientengleichung (2.) für jeden positiven Werth von 2 gefunden. Es 


ist nemlich 
14, mp) = m+1. 2 


wo X eine beliebige, von 2 und > unabhängige Größe ist. Es ist aber 
in der That leicht, dieses Resultat auch auf einem directen Wege, und 
somit eine zweite Auflösung unserer Aufgabe zu finden. Giebt man nem- 
lich jener Gleichung, indem man sie durch nm +1.n -++2....m #27 —? 
multiplicirt, die Form 
= m—lum fm—2, p) 

so übersieht man augenblicklich, dafs man 
15. = K.O(m,p) 

setzen müsse, damit sie die einfachere Gestalt. 

16. O(m,p) = Ym—2,p)+ (m 2) O(m,p—1) 
annehme. Die Form dieser Gleichung, in welcher eine Function von 2 
Größen z, p in zwei ähnliche Functionen zerlegt ist, in: denen abwech- 


x 
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selnd das eine Element unverändert geblieben, und das andere verändert 
worden ist, erinnert aber an eine der Grundgleichungen für Combinatio- 
nen ohne Wiederholungen, bei denen eine ähnliche Zerlegung vorkömmt. 
Bekanntlich läfst sich nemlich die Summe der als Producte betrachte- 
ten Combinationen ohne Wiederholungen aus den Zahlen (m +27 —?)', 
(m+2p—4”, (m+2p—6), ...., deren letzte =1 oder 4, je nach- 


dem man für m eine ungerade oder gerade Zahl annimmt, und deren An- 


zahl folglich =a-+p—1 ist, zur pten Classe in zwei Theile zerlegen, 


deren erster das grölste Element (an -+2p—?)” noch nicht enthält, und 
der folglich aus der Summe aller Combinationen ohne Wiederholungen 


aus den a+p—? Zahlen (m — (m-+2p—6), .... besteht, 
und in deren zweitem, — 72)” Factor jeder einzelnen Form ist; die 
Summe aller in diesen Factor multiplicirten Formen ist demnach die Summe 
aller Gombinationen ohne Wiederholungen zur (p—1)ten Classe aus den 
Zablen (n (m+2p—6), ...., d.h. es ist 

Diese Gleichung hat aber mit (16.) eine solche Conformität, dafs die Iden- 
tität beider in die Augen springt; es erhellt nemlich, dafs, wenn man zei- 
gen kann, es sei für die kleinsten Werthe von » und m, 

dieselbe Gleichung auch für jeden grölseren Werth besteht. Sie giebt 
aber für n=n=1, 


und folglich 


Aus der Zusammenstellung von (1.) und der bekannten Reiheu-Entwicke- 
lung (12.) hat man aber 
1.3.5...2p 1 41 


= 2.8.6....2p 
Folglich ist X=1 zu setzen, damit (18.) für jeden Werth von p» bestehe, 
wenn 1 angenommen wird. Aus (l.) hat man ferner: 


= 1, 
und wenn man (15.) die Form 


Olm,p) = pP) 
giebt, so erhellt, dafs 


N 
| 
\ 
A 
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Da aber auch C, ,=1, so besteht die Gleichung (18.) auch für jeden 
Werth von 2, und für ay=0; demnach ist sie richtig für den kleinsten 
Werth von zz und jeden Werth von p, und umgekehrt für den kleinsten 
Werth von p und jeden Werth von 2; und daher gilt sie allgemein. 
Hieraus folgt also, dafs die Gleichung (14.), wenn in derselben X=1 an- 
genommen wird, die zu unserm Problem gehörige Auflösung von (2.) ist, 
wie zu beweisen war. 


. Ehe wir nunmehr zur Reihen-Entwickelung der negativen Potenzen 
übergehen, möge vorher noch Einiges über die Berechnung der hier vor- 
kommenden Combinationen aus den Quadraten der geraden oder der un- 
geraden Zahlen bemerkt werden. Zuerst ist klar, dals man jede der 
Quantitäten C,, Ci u. 8. f. unabhängig von allen übrigen berechnen kann. 
Es ist aber in diesem Falle, da man es fast in allen analytischen Anwen- 
dungen nur mit den Combinationen aus den natürlichen Zahlen 1, 2, 3, 
4, »... selbst zu thun, und für diese auch kleine Tafeln berechnet hat 
(s. z. B. Kramp in seiner „Analyse des refractions astr. et terr.” für 
Combb. ohne Wiederholungen $. 90., und mit Wiederh. $. 106., und 
etwas ausgedehntere in meiner Inaugural-Dissertation ‚‚de evolv. funct. etc.” 
am Ende), vortheilhafter, unsere Combinationen aus den Quadraten auf 
die aus den natürlichen Zahlen selbst zurückzuführen. Dies geschieht auf 
folgende Weise. 

Sind a, b, €, .... beliebige Zahlen, und setzt man 
= 
=1+Ar +Be + 
und 
so sind 4, B, C, ...., wie bekannt, die Combinationen ohne Wiederho- 
lungen aus den ersten Potenzen, und P, Q, R, .... aus dem Quadraten 
der Zahlen ao, db, c, .... Da aber das Product der beiden ersten Glei- 
chungen die dritte geben muls, so hat man 
P=A4’—2B, 
bB’—-2AC+H2D, 
R= 
ws f, 


= 


vor 
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welches die Formeln sind, die Euler in seinen ,„Z/ast. cale, diff. 7. II. 


$. 327.” mitgetheilt hat. Wirdnün e=1, b=,c=3,.... gesetzt, 
so erhält man hierdurch die Combinationen aus den Quadraten aller, und 
folglich auch aus den geraden Zahlen allein, wenn man mit einer ent- 
sprechenden Potenz von 2 multiplieirt. So ist z.B. nach der ersten Eu- 
lerschen Formel 


= (14243% —2(1.2+1.34+2.3), 


bh, = 
Aus den Coeffhicienten D der Gleichung (9.) erhält man aber leicht die 
Coefücienten 4 der Gleichung (7.), weil das Product von (10.) und (12.) 


die Gleichung (8.) zum Resultate geben muß. Hierdurch hat man z. B. 
1 


also 


daher 

4 =1+3°+5% = 
Dies gilt für Combinationen ohne Wiederholungen. Für Combinationen 
mit Wiederholungen hat man ganz ähnliche Bestimmungen, und da wir 
im Verfoig unserer Untersuchung auf solcherlei Combinationen kommen 
werden, so scheint es passend, das sie Betreffende hier gleich mitzuneh- 


men. Setzt man nemlich: 
1 


1 
und 
= 14 Pr+ Rt... 


(d— a’ a’) a’) 
so haben bekamntlich ‘4, ‘B, ‘C, .... ‘P, ‘Q, ‘R, .... ganz dieselben Be- 
deutungen als resp. 4, B, C, .... P, Q, R,...., mit dem einzigen Unter- 
schiede, dals gegenwärtig in den Combinations-Formen unbedingte Wie- 
derholbarkeit der Elemente gestattet ist. Da aber auch gegenwärtig das 
Product der beiden ersten Gleichungen die dritte zum Resultat geben muls, 
so folgt, dafs die Eulerschen Sätze für Combinationen ohne 
Wiederholungen ganz auf dieselbe Weise auch für Combi- 
nationen mit Wiederholungen gelien, wenn man nur den aus 
den Quadraten gebildeten Combinationen von ungerader Classe das nega- 
tive Vorzeichen vorsetzt. Da wir ferner sehr bald sehen werden, dafs 


r 
= 
- 
- 
= 
Le 
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für die negativen Potenzen der Bogen ähnliche Gleichungen als (8.) und 
(10.) gelten, so kann man auch hier die Quadrate der ungeraden aus de- 
nen der geraden Zahlen herleiten, und demnach vollständig wie vorher 
verfahren. 8o ist z.B. 


und 

Zuletzt ist klar, dafs es, weil 

d— Pr + Rat...) = 1, 

nur nöthig ist, entweder die Combinationen ohne Wiederholungen, P, (0, 
Rt, ...., oder die mit Wiederholungen ‘P, ’Q, ‘R, .... berechnet zu ha- 
ben, weil vermittelst der so eben angegebenen Gleichung sich die einen 
aus den andern leicht berechnen lassen. Für die letzteren hat Herr Prof. 
Gudermann eine kleine Tafel berechnet (s. gegenw. Journal VI. Band 
pag. 3I9.), deren zweite Horizontalreihe die Combinationen zur ersten, 
die dritte Reihe zur zweiten Classe u. s. f. aus den Quadraten der natür- 
lichen Zahlen enthält. 


So einfach auch immer die Geseize sind, nach welchen die hier 
in Beiracht kommenden Zahlen von einander unabhängig berechnet 
werden können, so ist doch an die wirkliche Ausführung der Berechnung 
auf diesem Wege so gut wie gar nicht zu denken, da die einzelnen Üoel- 
fieienten bald zu einer enormen Grölse anwachsen. In der That sucht 
man auch nicht deswegen unabhängige Berechnungs- und Darstellungs- 
weisen, um vermittelst derselben einzelne Fülle, also etwa bei unserer 
Aufgabe den Coeflicienten von sin®” in der Entwickelung von @° aus der 
Mitte heraus, und unabhängig von den niedrigeren Potenzen von ® und 
von sin® zu berechnen, — eine Aufgabe, in welcher dies verlangt würde, 
kömmt wohl fast niemals vor, und sollte es doch der Fall sein, so wird 
gewils im Allgemeinen jede, auch die schwierigste und langweiligste re- 
currirende Darstellungsweise leichter und schneller zum Ziele führen, als 
die leichteste independente, — sondern deswegen ist man häulig veraulafst, 
allgemeine Ausdrücke und unabhängige Darstellungsweisen zu suchen, weil 
aus ihnen allein das Entwickelungsgesetz klar hervorleuchtet, und 
man auf diesem Wege häufig Eigenschaften der entwickelten Grölsen 
entdeckt, auf welche man durch recurrijrende Formeln nicht, oder doch 
nicht leicht gekommen wäre. 

Ceeile's Journal d. M. Bd. XL yın. 2, 15 
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Was nun die reeurrirende Entwickelung der Coefficienten der Rei- 
hen (1.) oder (11.) betrifft, so kann diese, wenn man von den niedrige- 
ren Potenzen zu den höheren aufsteigen will, vermittelst der gleichbedeu- 
tenden Gleichungen (2.) oder (17.) sehr leicht bewerkstelligt werden. Es 
giebt aber eine viel vortheilhaftere Art, die den dreifachen Vorzug hat, 
dals man die Coefficienten der niedrigeren Potenzen von ® nicht zu ken- 
nen braucht, um die der höheren Potenzen zu finden, dafs sie uns die ana- 
Iytischen Ausdrücke für diese Coefficienten liefert, und dafs sie auf posi- 
tive und negative Potenzen gleich anwendbar ist. 


Setzt man nemlich in die Gleichung 


= 0059 — sin@ —.... 


pnn—4.nn—16....nn—4pp . 2p+i 
....t+(—1) 2.3....2p+1 sın ® +.... 


n= (0, und differentürt man (13.), so erhält man einen nicht minder ein- 
fachen Ausdruck als (12.) ist, für 9, nemlich | 
2.4.6....2p sin p’r+! 


2 sinp’ , 2.4 sing 
P= cosp|sinp +7 3 773 +...7+ 1.3.5....2p-1 2p+1 ). 


Auf gleiche Weise erhält man durch die Differentiation von (1.) die all- 
gemeinere Gleichung 


Multiplicirt man nun (19.) durch cos®, so ist 


3 9 
=sin® er _ 2.4 sing! 2.4.6....2p-2 sin 


— 


also, wenn diese Gleichung in (20.) multiplieirt, und en aus (l.) ge- 
nommen wird: 


*) Diese Reihenentwickelung des Bogens ist, wie es scheint, minder bekannt 
geworden, wird aber doch zuweilen gebraucht. S. z.B. Gauls in den Disg. gener. 
circa seriem infinit. etc. $.5. XIV. Vergl. auch dieses Journal VI. Bd. pag. 360., 
wo Heır Prof. Gudermann diese und einige andere Entwickelungen aus einem 
eleganten Theorem herleitet, das er für neu hält. Es findet sich aber bereits in 
Pfaff’s Disquis. analyt. in der Abh.: Nova disquisitio de integratione aequalionis 
differentio - differentialis 9. XXVIII. 3. Der Beweis, den Herr Prof. Gudermann 


von demselben giebt, ist aber nicht blofs von dem Pfaff’schen sehr verschieden, 
sondern auch direct und kurz. 


\ 
A 
| 
\ 
x 
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1+f(m,1)sin® + f(m, sin ®-+....+ p) sin@” + ... 
ı2 __2.4.6....2p—2 sing? 
3.09 


4 
Hieraus ergeben sich nun folgende recurrirende Bestimmungen für 


die Coefficienten der ursprünglichen Reihe, welche gelten, m mag positiv 
oder negativ sein: 


=zm, 
= f(m1)+3 m], 


2, 


4.06 
us. 
Die analytischen Bestimmungen für die Coefficienten /(m,1), f(m,2), ...., 
die man aus diesen Gleichungen herleiten kann, sind ganz dieselben, welche 
die Erhebung der Reihe (12.) auf die te Potenz gegeben haben würde. 


B. Reihen-Entwickelung für negative Potenzen. 


Trennen wir auch hier zuerst die Entwiekelung für die ungeraden 
Potenzen von der für die geraden. Setzt man in (1.) —?m—1 für m, 


so hat man 
1 1 f—2m—1,1) , f-2m—1,2) 2m —1,m) 
22, sin sin sin sin + sin „+ sin 


+/(-2m-1,m+1)sin g+f(-2m-1,m+2) sin 
Die Potenzen von sin® sind also hier theils negative, theils positive; die 
Coefficienten der ersteren werden erhalten, wenn in dem Ausdrucke 
S—2m—1,p).... 2p kleiner als 22-1, die der anderen, wenn 
gröfser als 22-41 angenommen wird. Für ein positives 2 haben wir 
nun oben, in (8.), gefunden, dafs 


‘ Amtp 
= 
war. Dort war uns die Bedeutung des Ausdrucks 4,,,, bekannt. Setzen 
wir also hierin —(m-H1) für n, um 


Am 


23. 2m.2m—1.2m—2....2m—2p+1 


zu erhalten, so müssen wir erst untersuchen, was der Zähler dieses Aus- 
15 * 
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drucks im gegenwärtigen Falle bedeutet. Diese Untersuchung werden wir 
aber für die Coelücienten der negativen Potenzen von sin® auf einem 
andern Wege anstellen müssen, als für die positiven. Ist nemlich erstlich 
p<m--3, und folglich »— nm —1 eine negative Zahl, so folgt aus (7.), 
dals, wenn 9 eine positive ganze Zahl, und 

gesetzt wird, man 

24. == 1 +4, .... +4_, ac’? .... 
haben wird. Nun ist aber offenbar | 


Setzt man also hierin zuerst 9=1, so ist 


Ferner setze man nach einander 9=0, —1, —2, 2... —(g—1), so 
erhält man 


1 
1 

folglich ist, nach dem bekannten Entwickelungsgesetz eines solchen Bruches: 

wo die Coefficienten ’4,, »».». die Summen der Gombinationen 
resp. zur ersten, zweiten, dritten, .... Classe mit Wiederholungen aus 
den Zahlen 1, 9, 25, „... (297—1)’ anzeigen. Aus der Vergleichung von 
(24.) und (25.) ergiebt sich aber, dals 
Ay 
oder, wenn die positive Zahl a» +1—p==g gesetzt wird, dals für jeden 
Werth von >, der kleiner als 2 + ist: 
ist, woraus folglich, für eben dieselben Werthe von >, 


P 
27. «m 1, pP) 2m.2m—1.2m —2...2m—2p-+1 


hervorgeht. Hierdurch sind also die Coefficienten der negativen Potenzen 
von sin® in (22.) bestimmt. 

Ist aber zweitens py> m--3, so ist zwar p—m—-1 positiv, aber 
kleiner als >, und demnach In = 0; aber in diesem Falle kömmt 


| 
| 
=; 
> 


8. Scherk, Entwickelung der ganzen Potenzen des Bogens nach dem Sinus. 113 


auch im Nenner des Ausdrucks (22.) der Factor Null vor; der ganze Aus- 
druck wird folglich unbestimmt, und um seinen wahren Werth zu finden, 
mülste man zu den bekannten Mitteln seine Zuflucht nehmen, die aber, 
wie es scheint, hier alle auf grofse Weitläufigkeiten führen. Statt dessen 
verfahre man auf folgende Weise: 


‚Bezeichnet man die Bernoullischen Zahlen nach einander , die 
erste durch ß, die zweite durch ß, die dritte durch ß u. 5.1, so ist be- 


kauntlich: 

2(2 0 
und daher 

—1); (2? —1) 3p° 
=8. p 1 Be 1.2. 133P7 p 


Setzt man in diese Gleichung für 9, 9°, @°, .... die aus (8.) sich erge- 
benden Entwickelungen nach den positiven Potenzen von sin®, so hat man 


die verlangte Reihe für z Differentiiret man ferner die Gleichung (28.) 


zwei Mal, und setzt in das Resultat, also in 


ebendieselben Entwickelungen für 9, 9%, ©, ....., so erhält man 


die verlangte Reihe für -: Im Allgemeinen übersieht man leicht, dafs, 


da jeder gerade Differentialquotient von Er einer Reihe von Brüchen 


gleich ist, deren Zähler constante Zahlen, und deren Nenner die auf ein- 
ander folgenden ungeraden Potenzen von sin® sind, die verlangte Ent- 


1 
wickelung von Zr nach den steigenden Potenzen von 9 durch eine 


2rmfache Differentiation von (28.) erhalten werden wird; und zwar wer- 
den die negativen Potenzen von sin® einzig durch die Differentiation 


von Fri die positiven durch die Differentiation der übrigen Glieder des 


zweiten Theils der Gleichung (28.) entstehen. Aber auf die Coefficien- 
ten der negativen Potenzen von sin® kömmt es uns hier gar nicht an, 
da wir deren allgemeinen Ausdruck schon oben, in (27.), gefunden haben, 
sondern es ergiebt sich hieraus vielmehr umgekehrt, dafs 
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= 1.2.3... | 


p Im 


pP p 
1 mn 1 (—1) "Am-p+i 1 


.2m-1....2.1" sin p 
ein Ausdruck, der auch sonst bekannt und von Anwendung ist. (S. z.B. 
gegenw. Journal Band VI. pag. 321., und für den allgemeinen Ausdruck 
des ungeraden Diillerentialquotienten der Cotangente, auf den wir bei der 
Entwickelung der negativen geraden Potenzen des Bogens kommen, p. 317. 
Dort sind diese Ausdrücke auf dieselbe Art hergeleitet, wie wir oben die 
Gleichung (2.) für positive 2 direct aufgelöst haben.) 


sın sin sin p 


Nimmt man nunmehr den ?rmten Differentialquotienten von (28.), 
so erhält man: 


30 1.2.3... 2m O?m.coseep S (2?r—1 
. 1.2.3 ....2p — 2m—1 p 


wo das Summenzeichen 3, wie gewöhnlich anzeigt, dafs für » nach und 
m+1 


nach +1, .... gesetzt werden solle. Man weils aber aus (8.), 


wenn man daselbst nz, p resp. mit m—1, vertauscht, dals 
sin 


= 2p — 2m. —2m—1 
ist. Setzt man also diesen Ausdruck in (32.), so wird der Coefficient von 
sin hierdurch = 
k p Im 1? 
oder, wenn ÄHp—m=[r, also Ak=r-+-m—.p gesetzt wird, so ist der 


m+r 
= >,@ 
P 


In diesem Summen- Ausdrucke sind dem p offenbar alle Werthe beizule- 
gen, die es der Natur der Sache nach erhalten kann, d.i., weilr + m —p 
weder negativ, noch grölser als r—1 werden darf, die Werthe z +1, 
m-N,.... m-+r, wie wir es auch bei dem Summenzeichen bemerkt 


haben. 


Aus allem diesem ergiebt sich also folgende allgemeine Ent- 
wiekelung der negativen ungeraden Potenzen des Bogens: 


| 
N 
| 
| 
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Es ist, wenn 4), Ay, die Summen der Combinationen resp. 


zur ersten, zweiten, dritten, .... Classe aus den Quadraten der 9 ersten 
ungeraden Zahlen ohne Wiederholungen, wenn ferner 4, 


dieselben Combinationssummen mit Wiederholungen bedeuten, ß, ß, Ba 
die erste, zweite, dritte. .... Bernoullische Zahl anzeigt, und Kürze 
halber 


k k 
gesetzt wird: 
sin 2m. 2m-1 sing?m-i 2m.2m-1.2m-2.2m-3 
(—1)" 1 
133.3m\ sin ® 
sin p3 
m+1 m-+2 m+3 
A? 1 sin 


Einen ganz ähnlichen Weg hat man einzuschlagen, um die Entwickelung 
der negativen geraden Potenzen des Bogens zu finden. Statt von (8.) 
mufs man nur von (10.) ausgehen, 
vg = (1 
setzen, wodurch 
1 

(1442?) (14 162°)... 14 4(—D° =?) 
wird, und statt der Reihen- Entwickelung der Cosecante die der Cotan- 
gente zu Grunde legen, wodurch man zugleich für den allgemeinen Aus- 
druck jedes ungeraden Differentialquotienten dieser Function 


findet, wo die Quantitäten ‘D dieselbe Bedeutung haben, als die Quanti- 


| 
5 


32, 
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täten ‘4, mit dem einzigen Unterschiede, dafs gegenwärtig die Combina- 
tionssummen aus den Quadraten der geraden Zahlen gebildet werden. 
Hierdurch erhält man 
sing?" Qm-1.2m-2" Im-1.2m-2,2m-3.2m-—4* sin 
"singp* 


+ 1.2.3. 
sing 
+2 1.2 
sın 
ı +2 5) 1.2.3.4 
y2 4 6 sın 
+( mti +2 +? or 
sing?” 


Die Gleichungen (31.) und (32.) lösen also unsere Aufgabe für negative 
Potenzen eben so vollkommen, als (8.) und (10.) für positive Potenzen. 
Man hat z.B. 


1 sin p? 2 sinp°: 


u... Die recurrirenden Bestimmungen für alle Coeflicienten von (31.) 
und (32.) erhält man aus (22,), wenn man in diesen Gleichungen 2 resp. 
mit —(2n-+1) oder —2 rm vertauscht, und hieraus folgt zugleich, dals, 
obgleich die Coefficienten der positiven Potenzen von sin® in (31.) und 
(32.) ein zusammengesetzteres Ansehen haben, als die der negativen, beide 
Gattungen von Coefficienten doch vermitteist derselben Formeln auseinan- 
der hergeleitet werden können. 


.o... “ 
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I. 


Analytisch - geometrische Aphorismen. 


(Fortsetzung des Aufsatzes No. 15. im Sten Hefte, No. 24. im 4ten Hefte X. Bandes und No, 3. im 
vorigen Hefte dieses Bandes, ) 


(Von dem Herrn Professor Plücker zu Berlin. ) 


IV. 
Das Malfattische Problem. 


4. Eine Gruppe geometrischer Sätze und elementarer Beweis derselben. 


1. Wenn man von solchen zwei Puncten, HM und Y (Taf. II. 
Fig. 1. und 2.), die auf zwei zusammengehörigen (d.h. auf den 
beiden innern oder den beiden äulsern) gemeinschaftlichen 
Tangenten zweier gegebenen Kreise C und (’ liegen, noch 
vier Tangenten an diese Kreise legt, so bestimmen diesel- 
ben ein solches Viereck, in welches sich ein dritter Kreis 
K beschreiben lälst. 

Wir können diesen Satz sehr einfach auf elementarem Wege be- 
weisen. Zwei verschiedene Fälle sind hierbei zu unterscheiden. In dem 
ersten Falle sind die beiden Puncte M und /V, wie in der ersten Figur, 
Winkelpuncte des dem Kreise X, nach dem vorstehenden Satze, umschrie- 
benen einfachen Vierecks; in dem zweiten Falle findet dies nicht Statt. 

In dem ersten Falle (Fig. 1.) liegt der Beweis des Satzes darin, 
zu zeigen, dals die Summe zweier gegenüberliegender Seiten des in Rede 
stehenden Vierecks der Summe der beiden übrigen gleich ist. M und /V 
seien zwei auf den äulsern gemeinschaftlichen Tangenten der beiden ge- 
sebenen Kreise € und C’ beliebig angenommene Puncte, dann ist MPNO 
jenes von den vier durch diese beiden Puncte gehenden Tangenten ge- 
bildete Viereck. Es ist also zu zeigen, ds | 

MQ+NP= NO-+MP. 
Dieselbe Gleichung können wir auf folgende Weise schreiben: 
MD—OD+NB+-PB= NC—OC+MA-+PA, 
und reducirt sich, da 
| 0D=0C0, PB=PA4, 
auf folgende: 
Crelte's Jonrnal d. M. Bd. XI. HR. 2. 16 
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MD+NB= NC+MA 


MD—MA= NC—NRB. 
Indem wir für die einzelnen Glieder dieser Gleichung aequivalente Werthe 
"substituiren, erhalten wir: 
ME—MF\ \NG—NH, 
GH, 
eine Gleichung, deren Richtigkeit in die Augen springt. 

Wir haben in dem Vorstehenden die beiden Puncte M und N auf 
den beiden äulsern gemeinschaftlichen Tangenten der beiden gegebenen 
Kreise beliebig angenommen. An die Stelle der beiden äußsern gemein- 
schaftlichen Tangenten können wir aber auch die beiden innern setzen. 
Man sieht leicht ein, dafs der Beweis für diese Annahme unmittelbar in 
dem Vorstehenden schon enthalten ist, wenn man, statt der beiden Kreise 
C und ©’, die Kreise Ä und C’ als gegeben betrachtet. 

Auf den zweiten Fall bezieht sich die zweite Figur, in der M 
und /V die zwei auf den beiden, hier nothwendig innern, gemeinschaft- 
lichen Tangenten angenommenen Puncte sind. Es ist zu beweisen, dafs 
die durch Y und N gehenden Tangenten MP, MQ, NP und NO, alle vier 
einen und denselben Kreis Ä berühren, und dies kommt bekanntlich darauf 


hinaus, zu zeigen, dals 
MO— MP = NP—NQO, 


Dieser Gleichung können wir folgende Form geben: 
QOB+MB—MP = NC+PC—NQ. 


oder 


Es ist aber 

NC—NQ = NQ=0D=OB, 

PC= PA = MA—MP = MB—MP, 
und diese Gleichungen geben, wenn wir addiren, unmittelbar die vor- 
stehende. 

2. In dem Falle der ersten Figur schneiden sich zwei äufsere und 
eine innere gemeinschaftliche Tangente der drei gegebenen, paarweise zu- 
sammengestellten Kreise in einem und demselben Puncte M, und die drei 
entsprechenden (zwei äulsere und eine innere) gemeinschaftlichen Tangen- 
ten in einem und demselben andern Puncte /V, In dem Falle der zweiten 
Figur schneiden sich sowohl in M als auch in /V drei innere gemeinschaft- 
liche Tangenten. Durch theilweise Umkehrung erhalten wir hiernach fol- 
genden Satz aus dem eben bewiesenen. 


| 
) 
) 
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Wenn zwei äulsere und eine innere, oder wenn drei 
innere gemeinschaftliche Tangenten je zweier von drei ge- 
gebenenKreisen in einem und demselben Puncte sich schnei- 
den, so thun dasselbe die drei jenen entsprechenden Tan- 
senten. 

3. Beiläufig bemerken wir, dafs aus dem Satze der vorigen Num- 
mer der folgende als specieller Fali (Fig. 3.) sich ergiebt, 

Wenn irgend zwei Tangenten zweier gegebener Kreise 
C und CE’ sich in irgend einem Puncte M einer innern oder 
äufsern gemeinschaftlichen Tangente dieser Kreise schnei- 
den, so schneiden sich noch zwei andere Tangenten, die 
jenen beiden in HM sich schneidenden parallel sind, in irgend 
einem zweiten Puncte N der andern innern oder äufsern 
gemeinschaftlichen Tangente, 

Um uns nemlich_von der Wahrheit dieses Satzes zu überzeugen, 
brauchen wir blofs in der (Fig. 2.) den Kreis X als dadurch bestimmt 
anzusehen, dals er in den Winkel PNO beschrieben ist, und dann den 
Radius dieses Kreises immer mehr zunehmen lassen. 

4. Wenn man für den Punet \ (Fig. 4. und 5.) den Durchschnitt 
einer äulsern und einer innern gemeinschaftlichen Tangente der beiden ge- 
gebenen Kreise C und €’ nimmt, so erhält man aus der ersten Nummer 
folgenden Satz: 

Wenn man von irgend einem Puncte M einer äufsern 
oder innern gemeinschaftlichen Tangente zweier gegebe- 
ner Kreise noch zwei Tangentenan dieselbe legt, so bilden 
dieselben mit einer beliebigen der beiden innern oder äu- 
[sern gemeinschaftlichen Tangenten derselben Kreise ein 
Dreieck HPQ, und ein diesem Dreieck eingeschriebener Kreis 
berührt die letztbezeichnete innere oder äulsere gemein- 
schaftliche Tangente in demjenigen Puncte /, in welchem 
dieselbe von derjenigen äufsern oder innern gemeinschaft- 
lichen Tangente, auf welcher der Punct MH nicht liegt, ge- 
schnitten wird. 

Die Aussage dieses Satzes unterscheidet wiederum zwei Fälle; auf 
den ersten bezieht sich (Fig. 4.), und der bezeichnete Kreis berührt zwei 


Seiten des Dreiecks, PM und PO, in ihren Verlängerungen, und zwar 
16 * 


| 
; 
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die letztere dieser Seiten im Puncte I. (Fig. 5.) bezieht sich auf den 
zweiten Fall; der in Rede stehende Kreis ist dem Dreiecke PMO im 
engern Sinne des Wortes eingeschrieben und berührt die Seite P() im 
Puncte N. 

5. Wenn wir insbesondere annehmen, dafs die beiden Kreise © 
und €’ sich berühren, so fallen zwei innere oder zwei äulsere gemein- 
schaftliche Tangenten derselben zusammen, und wir erhalten aus der 1. 
Nummer folgenden Satz: | 

Wenn irgend zwei gegebene Kreise sich berühren, und 
man legt von irgend zwei Puncten der gemeinschaftlichen 
Tangente im Berührungspunete noch vier Tangenten an die 
beiden Kreise, so giebt es immer einen solchen drittenKreis, 
der diese vier Tangenten zugleich berührt. 

Dieser letzte Satz ist auch als ein besonderer Fall eines andern 
allsemeinern Satzes anzusehen, in welchem an die Stelle der beiden sich 
berührenden Kreise irgend zwei beliebige Kreise treten, und an die Stelle 
der Tangente im Berührungspunete die (wirkliche oder ideale) gemein- 
schaftliche Chorde tritt. Dieser Satz seinerseits ist eine unmittelbare Folge 
daraus, dafs die von demselben Puncte der gemeinschaftlichen Chorde ir- 
gend zweier gegebener Kreise an dieselben gelegten und in den Berüh- 
rungspuncten begränzten Tangenten einander gleich sind. | 

6. Für den besondern Fall, dals die beiden Kreise C und C (Fig. 6.) 
sich berühren, ergiebt sich aus dem Satze der 4. Nummer der nachstehende: 

Wenn man von irgend einem Puncte Ü der Tangente 
im Berührungspuncte zweier sich aulserhalb berührender 
Kreise, C und C’, noch zwei Tangenten an dieselben legt, so 
bilden diese Tangenten mit einer beliebigen der beiden äu- 
[sern gemeinschaftlichen Tangenten derselben Kreise ein 
Dreieck, dessen letztbezeichnete Seite von dem eingeschrie- 
benen Kreise in ihrem Durchschnitt N mit der gemeinschaft- 
lichen Tangente im Berührungspuncte berührt wird. 

Die unmittelbare Umkehrung des vorstehenden Satzes giebt den 
folgenden: 

Wenn man irgend einen Kreis c’” beschreibt, der mit 
zweien gegebenen sich aulserhalb berührenden, CundC’, eine 
semeinschaftliche äulsere Tangente hat, und diese Tangente 
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in demjenigen Puncte N berührt, in welchem die innere ge- 
meinschaftliche Tangente von C undC’ in dieselbe einschnei- 
det, so schneiden sich in irgend einem Puncte M der letzt- 
genannten Tangente die beiden noch übrigen äulsern gemein- 
schaftlichen Tangenten des dritten Kreises und der beiden 
gegebenen. 

B. Geometrische Construction der Malfattischen Aufgabe. 

In ein gegebenes Dreieck drei Kreise zu beschreiben, 
von denen jeder die beiden andern und zwei Seiten des ge- 
gebenen Dreiecks berührt. 

7. Es seien irgend zwei sich aulserhalb berührende Kreise € und 
C' (Fig.7.) gegeben. Man ziehe eine ihrer äulsern gemeinschaftlichen 
Tangenten PO. Man ziehe \YR‘, die gemeinschaftliche Tangente im Berüh- 
rungspuncte derselben beiden Kreise, A‘ sei der Durchschnittspunet der 
beiden geraden Linien PQ und NR’. Es sei c’ irgend ein Kreis, welcher 
PO in AR’ so berühre, dafs die Mittelpuncte der drei Kreise C, C’ und c“ 
auf derselben Seite von PQ liegen. Alsdaun schneiden sich die beiden 
noch übrigen äulsern gemeinschaftlichen Tangenten des Kreises c’ und 
der beiden Kreise C und C’, nemlich NV und P’Y, in irgend einem Puncte 
N der geraden Linie R’/V (nach der 6. Nummer). Man beschreibe ferner 
einen neuen Kreis C‘, welcher die beiden Kreise C und C’ aufserhalb 
berührt, und zwar den erstgenannten Kreis € auf Q'N und folglich den 
letztgenannten C’ auf P’V. Man ziehe ferner PR und OR, äulsere gemein- 
schaftliche Tanugenten der Kreise und und Es werde PR 
von in und OR von in P’ geschnitten. Man beschreibe fer- 
ner einen Kreis c’, welcher PR ın 0° und aufserdem P/N berührt. Der- 
selbe Kreis wird alsdann auch R’V berühren (nach der 6. Nummer). Und 
ebenso können wir endlich einen letzten Kreis c beschreiben, welcher die 
drei geraden Linien Q’NV, KIN und OR, und zwar die letztgenannte im 
Puncte P’ berührt. 

Wenn wir das Ganze der eben angezeigten Construction zusammen- 
fassen, so haben wir ein Dreieck POR und drei Kreise C, C’ und C’, von 
denen jeder die beiden übrigen und zugleich zwei Seiten des Dreiecks 
berührt, Die drei gemeinschaftlichen Tangenten iu den Berührungspuncten 
je zwei dieser drei Kreise, nemlich R’'N, O'N und P’'N, schneiden sich in 
demselben Puncte, in N. Wir haben ferner drei Kreise c”, ce’, c, von 
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denen jeder eine der drei Dreiecksseiten PQ, PR, OR in demjenigen Punctc 
R', (', P‘ berührt, in welchem dieselbe Dreiecksseite resp. von R'N, O'N, 
P'N geschnitten wird. Die drei letztgenannten geraden Linien RN, O'N 
und P'N sind zugleich innere gemeinschaftliche Tangenten derselben paar- 
weise zusammengestellten Kreise, der Kreise c’ und c, ce und ec”, ec‘ und 
-', Da diese drei geraden Linien in demselben Puncte, in N, sich schnei- 
den, so gehen (nach der 2. Nummer) auch’ die drei übrigen innern ge- 
meinschaftlichen Tangenten derselben Kreise durch einen und denselben 
Punct. Dieser Punct sei M. Wenn wir ferner die drei Kreise c, C* und 
c’ zusammenstellen, so sehen wir, dafs zwei äulsere und eine innere ge- 
meinschaftliche Tangente dieser drei Kreise, nemlich P'N, RN uad O'N 
alle drei in N sich vereinigen. Dasselbe thun also (wiederum nach der 
2. Nummer) in irgend einem andern Punete die drei entsprechenden ge- 
meinschaftlichen Tangenten derselben Kreise, nemlich P), OR, und die 
eine jener drei durch den Punet M gehenden geraden Linien, die wir 
also MO nennen können. Die drei Kreise ce’, c‘, c sind also solchen drei 
Dreiecken PHQ, PMR, QMR eingeschrieben, die entstehen, wenn man 
vom Puncte M aus drei gerade Linien nach den drei Winkelpuncten des 
Dreiecks POR zieht. 

Nach der vorstehenden Analyse ist also die Construction der drei 
Kreise €, C und €, von denen jeder die beiden übrigen und zugleich 
zwei Seiten des Dreiecks POR, das wir nun als ursprünglich gegeben be- 
trachten wollen, berührt, auf die Construction der drei Kreise c, ec‘, c’, und 
die Construction dieser drei Kreis> auf die Bestimmung des Punctes M 
zurückgeführt. Man braucht sogar nur einen der drei Kreise c, c‘, c“, 
etwa den letzten, zu construiren und die beiden Puncte 9 und P’ zu be- 
stimmen, in welchen die beiden andern ce’ und e die bezüglichen Seiten 
des gegebenen Dreiecks PR und OR berühren. Diese Berührungspuncte 
erhält man sehr leicht, da bekanntlich die Differenz von RM und OM 
z. B. der Dillerenz von RP und OP’ gleich ist. Der Punct Mist der- 
jenige Punct, in welchem diejenigen drei geraden Linien, 
welche die Innen-Winkel des gegebenen Dreiecks POUR hal- 
biren, zusammentreffen‘). Hiernach ergiebt sich folgende Construc- 
tion des Malfattischen Problems. 


In dieser Note will ich einen algebraisch - analytischen Beweis der vorste- 
henden Behauptung des Textes hinzufücen. Es kommt hierbei oflenbar Alles darauf 


. 
\ 
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1) Man halbire die drei Innenwinkel des gegebenen 
Dreiecks PQR durch drei gerade Linien PH, QM und A. 
Diese drei geraden Linien schneiden sich in M und theilen 
das gegebene Dreieck in drei neue Dreiecke. 


an, zu zeigen, dals, wenn irgend zwei sich aufserhalb berührende Kreise U und (/ 
(Fig. 8.) gegeben sind, und man einen beliebigen Kreis c’ construirt, der eine äufsere 
gemeinschaftliche Tangente PO jener beiden Kreise in demjenigen Puncte R’ berührt, 
in welchem die gemeinschaäftliche innere Tangente derselben Kreise C und (0 ein- 
schneidet, wenn man ferner die beiden noch übrigen äulsern gemeinschaftlichen Tan- 
senten des Kreises c” und der Kreise C und (, nemlich NF und NH zieht, und 
endlich einen Kreis C’’ construtrt, der die beiden Kreise Ü und ( auf den eben ge- 
zugenen geraden Linien, in F und H berührt, dafs alsdann z. B. eine äulsere ge- 
meinschaftliche Tangente der Kreise C” und (” und eine durch den Nlittelpunet des 
leiztern Kreises C’ an den Kreis c’ gelegte Tangente, sich in eineın Puncte von PQ, 
der gemeinschaftlichen Tangente von CE und C’, schneiden. 
Wir wollen zu diesem Ende zuvörderst den Kreis C’’ bestimmen. Wenn wir 
R’O zur ersten, und R’Y zur zweiten Coordinaten-Axe nehmen, so können wir die 
Kreise C’ und C durch folgeude. Gleichungen darstellen : 
1. —a) = b*, 
Für ibre gemeinschaftliche Chorde ergiebt sich alsdann 
3. = 0, 
und diese Chorde geht, den obigen Voraussetzungen gemäls, durch den Anfangspunect 
der Coordinaten. Um auszudrücken, dafs die beiden Kreise (1.) und (2.) sich aufser- 
halb berühren, erhalten wir folgende Bedingungs - Gleichung ; 
= (b+D'), 
die sich auf 


reducirt. 
Die Gleichung des Kreises c’ sei folgende: 
5. pr. 
Hiernach wollen wir die Gleichung der geraden Linie NH, der gemeiuschaft- 
lichen Tangente der Kreise C’ und c’, bestimmen. Wenn 
y=mx-n 
diese Gleichung ist, so erhalten wir zur Bestimmung ihrer beiden Constanten, wie 
man leicht sieht, folgende beide Gleichungen: 
V(1-4-m?) ß, 


b’—-am—n 


| db’: 
vi 
und hiernach: 
(b’— = — 2Pa?, 
—a’)m = — 2(b’— P)a. 


Die gesuchte Gleichung für NH ist also: 
6. = 0. 
Für NF ergiebt sich hieraus sogleich, indem man das Zeichen von a ändert, und b’ 
mit 5 vertauscht, folgende Gleichung: 
Wenn man die beiden letzten Gleichungen von einander abzieht, erhält man die Glei- 
chung (3.), in Übereinstimmung mit der 6. Nummer. 


. 
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2) Man beschreibe in ein beliebiges dieser neuen 
Dreiecke, PMQ, den Kreis c‘, der PQ in R' berühre, und be- 
stimme diejenigen beiden Puncte Q' und P', in welchen die 
den beiden andern Dreiecken PMR und PMO einzuschreiben- 
den Kreise die Seiten PR und OR berühren, 


Für die beiden durch die Mittelpuncte von C’ und C gehenden und respective 
auf NH und NF senkrecht stehenden geraden Linien, deren Durchschnitt der Mittel- 
punct des Kreises C’ ist, ergeben sich, nach bekanntem Verfahren, folgende Gleichungen : 

P)ay — ((b!— P)’— a?) — = 0, 

— al P) = 0. 
Aus diesen beiden Gleichungen erhalten wir für die Mittelpuncts-Coordinaten des Krei- 
ses (”/, die wir durch zwei Accente unterscheiden wollen: 


(b)’—b)a 
2a: — 


Der Abstand der Mittelpuncte der beiden Kreise C“’ und C ist hiernach gleich 


2 / 
a 
und der des Kreises C’’, den wir nennen wollen: 
2 \2 2 
a 
Die Rationalität der letzten Ausdrücke verdient bemerkt zu werden. 

Um nun unsere Absicht zu erreichen, ist es ollenbar genügend, zu zeigen, dal; 
eine äulsere gemeinschaftliche Tangente RQ der Kreise C” und C’ dieselbe Rich- 
tung hat, als eine gerade Linie, welche mit der ersten Coordinaten-Axe, der geraden 
Linie PO, einen Winkel bildet, der doppelt so grols ist als derjenige, welchen eine 


durch den Mittelpunct von C‘ an den Kreis c’ gelegte Tangente C’M mit derselben 
Axe bildet. 


Die Gleichung der äufsern gemeinschaftlichen Tangente der Kreise C” und C/ 
erhalten wir, wenn wir die Constanten in der Gleichung 


durch folgende beide Gleichungen bestimmen nt, 
b—ap—g 
Wenn wir dies® beiden Gleichungen gliedweise in einander dividiren, so erhalten wir 
eine lineare Gleichung zwischen p und g, und aus dieser: 
b' (r’’— y'') (ra b’ x) p 
Substituiren wir diesen Werth für g in die erste der vorstehenden Gleichungen, und 
schreiben dann für x, y‘ und r’ ihre Werthe bei (7.), (8.) und (9.), so kommt: 
und durch Fortschaffung des Wurzelzeichens ergiebt sich hieraus zur Bestimmung der 
trigonometrischen Tangente desjenigen Winkels, welcher die äufsere gemeinschaftliche 
Tangente von (‘und C’ mit der ersten Axe bildet, folgende quadratische Gleichung in p: 


= —b', 


4 
= 
N 
\ 
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3) Von den beiden Puncten P/ und (0 lege man zwei 
leicht zu unterscheidende Tangenten PN und O’/N an den 
Kreis c”, die sich in irgend einem Puncte N schneiden, und 


verbinde durch eine gerade Linie R’N diesen Punct mit dem 
Puncte 


Man sieht, dafs die beiden Wurzeln dieser Gleichung sich auf die beiden äufsern ge- 
ıneinschaftlichen Tangenten von C” und C’ beziehen. 
Von der andern Seite erhalten wir zunächst für die durch den Punct (d a) 
den Mittelpunct des Kreises C’ an den Kreis c’’ gelegten Tangenten bekanntlich fol. 


sende Gleichung: 2. 
wobei die beiden Constanten y” und x” durch folgende ‚beiden Gleichungen zu be- 


stimmen sind: 
13 4 9, 
PR. 
Die trigonometrische Tangente desjenigen Winkels, welchen die Tangente (12.) mit der 
ersten Coordinaten-Axe bildet, und den wir @ nennen wollen, ist 

und aus den Gleichungen (13.) erhalten wir unmittelbar den Werth dieses Ausdrucks, 
wenn wir zuvor die erste derselben mit (y’’— ), die zweite durch (y”’— ?#)? di-i- 


diren und dann (=) elimiviren. Auf diese Weise kommt: 
al’ —P)-+ 9°] 
tangyp = a:— Ba . 


Hieraus erhält man: 
1 _1—tang?p 
tang?p 2 tang 

_ _ — (a — 2?) (— + 2a —P)V 
oder, wenn man mit [a — P*)] Nenner und Zähler multipli- 
cirt, wonach beide durch (a?—*) theilbar werden: 

"tang2p (a — — 
Für tang2@ erhält man endlich, indem man den reciproken Werth des vorstelienden 


Ausdruckes nimmt, und dann den Nenner rational macht, wodurch Nenner und Zäh- 
ler durch (a?— 3?) [(b'— theilbar werden: 


15. 


— 2 (a? —P?)+ (a*— 
Aus den beiden letzten Gleichungen (1#.) und (15.) ist ersichtlich, dafs die bei- 
den Werthe für tang 2% die beiden Wurzeln der Gleichung (13.) sind. 


Dem hiermit bewiesenen Satze können wir auch folgende Aussage geben : 


Wenn irgend drei Kreise C, C’ und C”, von welchen jeder die 
beiden andern aufserhalb berührt, gegeben sind, und ınan verbin- 
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4) Alsdann sind PN, ON und R’N die Tangenten in 
den Berührungspuncten je zwei der drei gesuchten Kreise, 


und theilen mithin das gegebene Dreieck in drei diesen Krei- 
sen umschriebene Vierecke*), 


8. Mit der in dem Vorstehenden enthaltenen Construction der Mal- 
fattischen Aufgabe (Fig. 7.) sind noch zwei andere Constructionen der- 


det die beiden Durchschnitispuncten-Paare der äulsern gemein- 
schaftlichen Tangenten des Kreises C” und der Kreise C’ und C mit 
einer beliebigen äulsern gemeinschaftlichen Tangente PQ der letzt- 
genannten beiden Kreise, nemlich die beiden Puncten-Paare, Q und 
qg, P und p, durch vier gerade Linien mit den Mittelpuncten der be- 
züglichen Kreise (’/ und CE, so berühren diese gerade Linien, alle 
vier, einen und denselben Kreis c’, der aulserdem auch von den be; 
den innern gemeinschaftlichen Tangenten des Kreises C’ und der 
Kreise 6’ und C, und endlich auch noch von der äÄuflsern gemein- 
schaftlichen Tangente PO der beiden Kreise C’ und C, und zwar in 
demjenigen Puncte berührt wird, in welchem in die letiztgenannte 
äufsere gemeinschaftliche Tangente der Kreise ©’ und C die innere 
gemeinschaftliche Tangente derselben Kreise einschneidet. 


Ich gehe hier in kein Detail weiter ein, und beschränke mich auf den Fall der 
vorliegenden Figur. In dieser Figur erfüllen, beiläufig bemerkt, die drei Kreise GC, 
C’ und GC” die Bedingungen der Malfattischen Aufgabe in Beziehung auf die vier 
verschiedenen Dreiecke POR, Pgr’, Opr‘ und pgr, wenn wir die genannte Auf- 
gabe in ihrer weitern Bedeutung nehmen. 


Sobald ınan den vorstehenden Satz in seine gehörige Verbindung bringt, ist 
nicht zu bezweifeln, dafs man zu einem leichtern Beweise desselben gelangt. Denn 
ich bin geneigt, jedesmal da unnöthige Weitläufigkeiten vorauszuselzen, wo, wie in 
dem Vorhergehenden, um einen vorliegenden Satz zu beweisen, Grölsen-Bestimmun- 
gen gemacht werden, die aus der Aussage des Satzes wieder verschwinden. In Be- 
ziehung auf die im Texte gegebene Analyse des Malfattischen Problems, wäre ein 
einfacher rein geometrischer Beweis wünschenswerth. Vielleicht giebt es auch eine 
allgemeine analytische Schlufsweise, die uns aller algebraischen Entwicklung überhebt. 
Ich werde in dem 6. Paragraphen dieser Aphorismen hierauf zurückkommen. Um bis 
dahin meinerseits den Schein zu vermeiden, irgend eine Behauptung unbewiesen ge- 
wagt zu haben, füge ich in dieser Note den obigen Beweis hinzu, 


*) Diese Construction ist im Wesentlichen keine andere, als die vom Herrn 
Steiner im ersten Bande dieses Journals ($. 178.) aufgestellte. Es findet sich da- 
selbst keine Andeutung eines Beweises. Die einleitenden Worte des Verfassers: „Um 
„die Fruchtbarkeit der in den Paragraphen (l., Il., III.) aufgestellten Sätze an einem 
„dazu geeigneten Beispiele zu zeigen, fügen wir die geometrische Lösung und zu- 
„gleich die Verallgemeinerung der Malfattischen Aufgabe, jedoch ohne Beweis, 
„hinzu,” könnten demjenigen, der, wie ich von mir bekennen muls, keine Idee da- 
von hat, wie ‘die Construction jener Aufgabe, dem Wesentlichen nach, auf den in 
den angeführten Paragraphen entwickelten bekannten Sätzen über Chordalen, zugeord- 
nete Pole und Ähnlichkeitspuncte beruhen möge, den Gedanken aufdrängen, dafs die 
gegebene Construction nieht bewiesen sei. Das Verdienst der Erfindung bleibt, es 
liegt in der Combination der Kreise c’, c’ und c mit den Kreisen C, C’ und C”. 


x 
2 
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selben Aufgabe verwandt, die ich in dem Folgenden kurz behandeln will. 
Nach der obigen Construction werden die drei gemeinschaftlichen Tangenten 
in den Berührungspuncten je zweier der drei gesuchten Kreise, C, C’ und €”, 
nemlich R’N, Q'N und P'N bestimmt. Diefs geschieht, indem man innere 
gemeinschaftliche Tangenten der drei Hülfs-Kreise c, c‘ und ce’ construirt, 
eine Construction, die sich durch die Bestimmung der drei Puncte P/, 0 
und A’ vereinfachen läfst. Dieselben drei geraden Linien kann man aber 
auch durch die unmittelbare Construction des Punctes N bestimmen. 
Diefs ist leicht, Zuerst bestimme man zu diesem Ende wie oben die drei 
Puncte P‘/, Q’ und N’. Es ist alsdann, indem man P'N=r, N=1r‘ 
und = setzt: 

r—r RP'—RV, 

r—r' = OR, 

— PO’ — PR, 
Der Punct N liegt also zugleich auf drei vollkommen bestimmten Hyper- 
belzweigen, deren Brennpuncte je zwei der drei Puncte P', Q' und A’ sind, 
und läfst sich hiernach leicht bestimmen. Man kann diese Bestimmung 
auf die Construction eines Kreises zurückführen, der drei Kreise berührt, 
deren Mittelpuncte P/, 0’ und A‘ sind, und deren Radien sich unmittelbar 
ergeben. Einen dieser Radien können wir beliebig annehmen, und insbe- 
sondere auch gleich Null setzen. Es reducire sich hiernach derjenige Kreis, 
dessen Mittelpunet (J°) auf der kürzesten Seite des gegebenen Dreiecks 
liegt, auf einen Punct. Alsdann erhält man für die Radien der beiden an- 
dern Kreise, deren Mittelpuncte 9’ und AR‘ sind, folgende Werthe: 
RO’ —RP' und OR — OP. 

Hiernach ergiebt sich folgende neue Construction der Malfatti- 
schen Aufgabe: 

-)) Man bestimme, wie oben, die drei Puncte P/, Q’ und 
R', die nicht auf der längsten Seite des gegebenen Dreiecks 
POR liegen, als Mittelpuncten, zwei Kreise mit Radien, die 
resp. gleich sind den Unterschieden von RO’ und RP' und von 
OR und OP, 

2) Man suche den Mittelpunct eines leicht zu unter- 
scheidenden derjenigen beiden Kreise, welche durch den 
Punct P’ gehen, und die beiden eben bezeichneten Kreise 
aufserhalb berühren. Diesen Mitteipunct, den Punct N 


3 


2 
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braucht man alsdann blo[s mit den drei Puncten P‘, 0’ und’, 
durch gerade Linien zu verbinden, um das gegebene Drei- 
eck, wie oben, in drei den gesuchten Kreisen umschriebene 
Vierecke zu theilen. 


9. Wir können endlich auch unmittelbar die Mittelpuncte der drei 
gesuchten Kreise construiren. Es liesen dieselben zuvörderst auf den drei 
Halbirungs- Linien PM, QM und RM. Dann erhalten wir ferner, nach 
dem Obigen, sogleich die drei Punete und diejenigen Puncte 
nemlich, in welchen die Tangenten in den Berührungspuncten je zweier 
der drei gesuchten Kreise in diejenige Dreiecksseite einschneidet, welche 
dieselben beiden Kreise berührt. Alles ist also auf die Auflösung folgen- 
der Aufgaben zurückgeführt. 

„Wenn ein Dreieck OPM (Fig. 9.), und auf einer Seite P() desselben 
„irgend ein Punct AR’ gegeben ist, zwei solche Kreise zu beschreiben, die ein- 
„ander aulserhalb und beide die Seite PO berühren, deren innere gemein- 
„schaftliche Tangente diese Seite in dem gegebenen Puncte R’ schneidet, 
„und deren Mittelpuncte auf den beiden andern Dreiecksseiten liegen.” 

Um diese Aufgabe direct anzugreifen, sei 7?’ der Anfangspunct der 
Coordinaten, R’X und R’Y seien die rechtwinklige Coordinaten-Axen. Wir 
wollen die gleichen Entfernungen der Berührungspuucte 3 und B’ vom 
Anfangspuncte, & nennen, und 

cotangMPX = a, cotangMOX —RP=5b, RO 
setzen. Alsdann erhalten wir: 
ay—x—b 0, 
ay—x-+b' 0, 
für die Gleichungen der beiden gegebenen geraden Linien MP und MQ, 
mithin für die Ordinaten der gesuchten Mittelpuncte, die wir 7 und n 
nennen wollen: 


S—b 


Die Bedingungen der Aufgabe bringen, wie in der Note zur 7. Nummer, 
mit sich, dals 


v4 


und hiernach ergiebt sich, indem wir substituiren, folgende quadratische 
Gleichung zur Bestimmung von £: 


0. 


5“ 
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Wir wollen uns hier nicht mit der geometrischen Construction die- 
ser Gleiehung beschäftigen. Unser Zweck war blols, eine einfache Glei- 
chung aufzustellen, von deren Auflösung das Malfattische Problem ab- 
hinge. Wir werden auf dieselbe noch zurückweisen, wenn in einem 
spätern Paragraphen von den verschiedenen, sich paarweise zusammen- 
gruppirenden Füllen des in seiner ganzen Ausdehnung genommenen Pro- 


blems die Rede sein wird. 


Wenn 
=0, 


das heilst, wenn die beiden geraden Linien PM und QM auf einander 
senkrecht steben, und folglich an die Stelle des ursprünglich gegebenen 
Dreiecks PO? zwei Parallel-Linien, die von irgend einer dritten geraden 
Linie geschnitten werden, treten, so redueirt sich die letzte Gleichung, 


indem ein Werth von & unendlich wird, auf folgende des ersten Grades: 
RP.RO 
Bonn, im October 1831. 
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10. 


Beweise einiger auf der Kugel Statt findenden Sätze. 


(In Folge der Bd.9. 5.102. No. 13. und 14. d. J. stehenden Aufforderung bearbeitet 
von Gerwien, Pr. Lieuten. im Königl. Preufs. 22sten Inf. Reg.) 


I. Liehrsatz. Fället man aus drei Puneten 4, B, C (Taf. II. 
Fig. 10.) eines Hauptkreises diePerpendikel 4D, BE und CF auf 
einen zweiten Hauptkreis, so ergiebt sich stets sin 4CsinBE 
— sin BA sin CF + sin BCsin ID. 

Beweis. Es ist sin4Csin4Bcos4G +sinACcos ABsin AG — 
sin 4 G sin 4C cos 4B — sin AG cos 4C sin AB + sin ABsin A Ceos AG. 
sin dBcos£Csin4G, folglich auch sinfC (sin 4B c0s4G + cos 4Bsin AG) — = 
sin (sin 10’ cos AB — 00s4Csind B) + sin AB (sin 4008 AG + cos sin AG), 
oder 

sin 4Csin( A4B+ AG) = sin AGsin (4C-AB) 4sin4B (4 CrAG), und 


sin 4CsinBGsinBGE=sin4Gsin AG ‚also endlich 


sinAC sin BE sinA4D sinDC+sin4D sin CH, 

I. Lehrsatz. Wenn von drei Puncten 4, B,C eines 
Hauptkreises drei Hauptbogen 4P, BP, CP nach einem Puncte 
P gezogen werden, und man von denselben drei Puncten A, 
B, € noch drei andere Hauptbogen 40), BO, CO nach einem 
zweiten Puncte Q zieht, so ist stets: 


sinPBO . sin PAO sinPCO 
SmOBX sin APC = sin BPC +3 mOCK sin {PB. 


Construction. Ziehe durch P und Q einen Hauptkreis, fälle 
auf denselben aus 4, B und € die Senkrechten #D, BE und CF oder 
b, b/, bh‘, fülle ferner aus P und Q auf den Debian ABC die Perpen- 
dikel P/7 und Q/ oder A und 4, und benenne endlich mit a, b, c die 

von P nach 4, B und € und mit «’, 2‘, c‘ die von Q nach denselben 
drei Puncten führenden Hauptbogen. 

Beweis. Nach der Construction und dem vorhergehenden Lehr- 
satz ist: 
sin 4 Csin b/ 
sin SC sin sin 


sin BC sin |) + sin Bsinh‘‘, also auch 
sin BCsinasin/PQ + sin4B sin csinCPQ, und wenn 
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man durch sin«sindsine dividirt: 


sindCsinBPO __ sin BCsin APO sin. ABsin CPO 
sin asinc sin b sin c sinasinb 
sin 4Csin BPO sin BC sin APO sin ABsin CPO 
(sinh:sin PAll)sine  (sinh:sin PBA)sin + (sin h:sin PAH) sin b? 
sin BPOsin_ #CsinPAC __ sin APOsin BCsin PBC sin ABsin PAB d 
sion c sinc sin 
wenn durch (sin/’ =)sin b’sin OBI = sine’ sin QAI = sin c’sin dividirt, 
sinBPO sioPAC 1 
sin b’ sin AC since suQBX 
sin ‚sinPBC sinCPO . sin PAB 
sina in BC since sin sin sin 4b sinb sinQUX? 
oder, wenn man Gleiches für Gleiches setzt: 
inPO-° sin 1AC sin OBX 
sin . sin BPC 1 sin sin APB 1 
nPÖ ° sinBC sn PO in AB sin dB sinOCX? 
woraus endlich die Behauptung: 
sin PBO sin sin PAO . sin PCO 
sindPC = in BPC + — nOCK® sin 
hervorgeht. 


II. Lehrsatz. Wenn von drei Puncten A, B, € eines 
Hauptkreises drei Bogen 4P, BP, CP von Hauptkreisen gezo- 
gen werden, welche sich in P schneiden, und man von den- 
selben drei Puncten noch drei eben solche Bogen AK, RO, CO 
inanderen Richtungen zieht, so gehen auch sie durch einen 


Punct wenn ist: 
sin PBO sinPÄK. sinPCO . 


snOBX” sinKAX sin OCX 
Beweis. Verbindet man 4 mit Q durch einen Hauptbogen, und 
nimmt an, dafs sich derselbe nicht mit AÄ deckte, so fände nach dem 
vorhergehenden Lehrsatz auflser der gegebenen Gleichung noch eine zweite: 


sin in APC sin BPC APB statt, weshalb 


PAK __ sin din sin (PAOFRA0) sinPAQ 


sin PBC + sin ADB. 


also auch 


sinkAX sinOAX? sin OAX+KAOQ) sinQAX? 
sinOAXsinPAQcosK AQFsnQAX cosPAQsinÄ A Q= sinPAQsinQAXc0sX AQ 
+ sin PAQ cos Q4XsinXAQ sein mülste. Hieraus folgt: 
sin QAX cos PAQsin = +sm PARcos QAX sin Q, oder 


\ 
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FtangQAX = +tangPA0, weshalb sich GAQ = PAQ ergiebt. Dies wi- 
derspricht aber der Voraussetzung; folglich ist die Behauptung richtig. 


| IV. Lehrsatz. Liegen vier Puncte 4, B, C und/ in dem- 
selben Hauptkreise, so mufs stets: 


sin BIsin AC = sin 41sinBC + sin CIsin AB sein. 
Beweis. Es ist 
sin PIsin 4/cosC I — sin BIcos 4/Isın CI = sin ZIsin B/cosCI — 
sin 4/cosBI sin CI + sin C/sin4lcosBI — sin C/ cos AlsinBI. 
Daher auch: 
sin BI (sin 4/ cos cos Al sinCI) = sin BI cosCI— cos BI sin CT) 


sin C/(sin coasBI — c0s sin BI), 
oder 


sin BIsin(4/— CI) = sin Alsin (BI— CI) + sin Clsin (AI— BT), d.h. 
sin bD/Isn4C = sin AI sin BC + sinC/sin AD sein, w. z.b. w. 


V,. Lehrsatz. Wenn von drei Puncten ABC eines 
Hauptkreises drei Hauptbogen 4P, BP, CP nach einem Puncte 
P gezogen werden, und man von denselben drei Puncten 4, 
B, € noch drei andere Hauptbogen 40, BO, CO nach einem 
zweiten Puncte Q zieht, so ist stets 


sinPBX . sinPAX . sinPCX . , 
taug OBX tang DAX BPC+ tang OCX sin 4PB, 


Beweis. Fället man aus P und Q auf den Hauptkreis 4C die 
Senkrechten PH und Q/, oder 4 und 4‘, benennt die von P nach A, B 
und € führenden Hauptbogen mit a, 5, ce, und die in dem Hauptkreise 4C 
liegenden Projeetionen 4], BI, CI von den Hauptbogen 40, BQ, CQ mit 
m’, n', p', so ist nach dem vorhergehenden Lehrsatz: 

sinn’ sin dC = sinm’ sinBC + sinp’sin 4B, oder 


« / 

ce sn — = sın m’ sın sinBC —— sın sin sin 4B —— 
sin c sin b sina? und 
sinn’ sine sin sinm’ sind sinBCsinPBC-+sinp’sina sin sinPAB, 
also auch, wenn mit sine sind sine dividirt wird: 


sinn‘ sin ACsin PCA __ sin m’ sin {BsinPAB 


. . . od 
sinb sin@ sin a sine sin c sınb er 
sinn! . sinm’ . sinp 

—— sin APC = sinBPC sin APB, 
sinb sina sın 


sın 
- dividirt wird: 
tanch 


und, wenn mit 


| 
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sinh:sinb . sinh:sina taneh’: sin f} 
APC= 
sinh’: sinn’ sin tangAh’:sinm‘ sinBPC sin h:sinc sindPR. 


Hieraus folgt endlich: 


sinPBX . sm PAX . ; sinPCX . 


VI. Lehrsatz. Wenn von drei Puncten 4, B, C eines 
Hauptkreises drei Bogen 4P, BP, CP von Hauptkreisen ge- 
zogen werden, welche sich in P schneiden, und man von den- 
selben drei Puneten noch drei eben solche Bogen 4X, BQ, 
CO in anderen Richtungen zieht, so gehen auch sie durch 
einen Punct Q, wenn ist: 


sinPBX . sin PAX 
tang OBX sin APC KAX 


sinBPC-+ sin APB. 

Beweis. Verbindet man £ mit Q durch einen Hauptbogen, und 
nimmt an, dafs sich derselbe nicht mit /K deckte, so fünde nach dem 
vorhergehenden Lehrsatz aufser der gegebenen Gleichung noch eine zweite, 
von derselben nur darin verschiedene Statt, dafs tang {X an der Stelle 
von tangXAX steht. Daher wülste sich aus der Verbindung beider Glei- 
chungen QAX=KAX ergeben, welches unmöglich ist. 


Die Sätze I. und IIH., V. und VI. enthalten Relationen zwischen 
den Neigungen eines Hauptkreises gegen sechs andere unter den daselbst 
angegebenen Beschränkungen. In derselben Art giebt es Relationen zwi- 
schen den Längen derjenigen Theile jener 6 Hauptkreise, die von ihren 
2 Durchsebnittspuncten unter sich end dem siebenten Hauptkreise be- 
grenzt werden. Ich will diese im Folgenden angeben. 


VII. Lehrsatz. Zieht man aus einem Puncte P nach 
drei Puncten 4, B, C eines Hauptkreises, deren Abstände 4B 
und BC oder d und e sind, die Hauptbogen «, 5 und c, so er- 
giebt sich stets: | 

sine cog@ + sind cosc = sin(d-+ e) cos, 


Beweis. Es ist 
cosdcosb—+-sindsind cos(db) und 
2osc —= cose cosb — sine sind cos(db). 


Hieraus folgt durch wechselsweise Multiplication mit sine und sind: 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XI. Hft. 2, 18 


tang OBX tang DAX | 
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sine cos@ sin e cosd cosd +sine sind sind cos(db), und 
sind cose = sind cose cosdb — sind sine sin 5 cos (db), also auch d. 


Addit. 


sine cos@a + sind cose = cosb (sine cosd—+cose sind) oder 


‚sine cosa + sind cose—=sin(d + e) cosb. 


In der Ebene ergiebt sich der analoge Satz 
ea = (d-+te)(b’-+de). 


VIII. Lehrsatz. Zieht man aus zwei Tuncten P und 
Q nach drei Puncten 4, DB, C eines Hauptkreises, deren Ab- 
stände d und e sind, die Hauptbogen a,b, c und a‘, b’, c', so 
ergiebt sich stets 
sine (cos@ + cos«e‘) + sind(cosce + 00sc’) = sin(d-+ e)(cosd +cosd’). 


Beweis. Es ist nach dem vorhergehenden Lehrsatz, sowohl 
sine cos@a + sind cosc = sin(d-te)cosdb, als auch 
sine cosa’+ sind cosce’ = sin(d-+e)cosb’. Hieraus folgt 
sine (C08@ +cosa’) + sind (cosc + cosc’) = siu(dt+e) cosb’. 
In der Ebene ergiebt sich der analoge Satz 
= (d+e)\b 

IX. Lehrsatz. Zeichnet man um drei Puncte A, B, € 
eines Hauptkreises, deren Abstände d unde sind, drei sich 
in demselben Puncte P schneidende kleine Kreise, deren 
sphärische Radien «a,d und e sein mögen, und beschreibt 
ferner um dieselben drei Puncte 4#/, B, C drei andere klei- 
nere Kreise mit den sphärischen Radien ae‘, b’, c’, so werden 
sich auch diese zur in zwei Puncten Q oder 9 durchschnei- 
den, wenn man weils, dals 

sine +cose‘)+sind(cose +cosc’) = sin(d-+e)(cosd+cosd’) ist. 


Beweis. Nimmt man an, dafs nicht der Radius «’, sondern ein 
anderer sphär. Radius @° der Behauptung genügte, so fünde nach dem 
vorhergehenden Lehrsatz auflser der gegebenen Gleichung noch eine zweite 
von jener nur darin verschiedenen Statt, dals cose‘ an der Stelle von cosa’ 
steht. Aus der Verbindung beider Gleichungen ergäbe sich deshalb e"=«‘, 
was die Richtigkeit der Behauptung aussagt. In der Ebene gilt derselbe 


Satz, aber mit der am Schluls des vorhergehenden Lehrsatzes stehenden 
Voraussetzung. 


4 
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X. Lehrsatz. Werden von zwei Punceten M und \ 
eines Hauptkreises (Fig. 2.) die Berührungslinien HA, MD, NC, 
ND an einen Kreis (um S) auf derKugel gezogen, so ist immer 


tang — tang-— = tang tang. 
2 2 82 


Construction und Beweis, Beschreibt man in die Dreiecke 
IMN und HMN die, alle drei Seiten jedes dieser Dreiecke berührenden 
Kreise um E und F, so ergiebt sich der Unterschied der vom Berührungs- 
punct des Kreises um Z in MN gebildeten Abschnitte = UQ-—NR oder 
MB—ND, und ferner der Unterschied der gleichfalls in 21V von dem 
Berührungspunet des Kreises um F gebildeten Abschnitte = YX— NL 
oder MA— Beide Differenzen MB—ND und MA— NC sind aber 
gleich, da sie dieselben Bestandtheile enthalten, also müssen die von den 
Kreisen um E und F in MN bestimmten Abschnitte zusammenfallen. 
Hieraus folgt, dafs sich die kleinen Kreise um E und F und der Haupt- 
kreis MN in demselben Punet (G) berühren, und dafs ferner MN in die- 
sem Punct @ von der verlängerten Centrale EF winkelrecht durch- 
schnitten wird. 


Da nun 
tang FG sin MG __ tangFG sinNG 


sin MG tangEG sinNG tans&G 
ist, so mufs auch, wenn man Gleiches statt Gleiches setzt: 
tang$ HMG cotz IMN = tangz; HG cotz Z/YM, also auch 
tang3 A MG tang IMO d.h. 
tangtatangzß = tangz sein, w. z. b. w. 


Anmerkung. Zeichnet man Dreieck HMN in derselben Lage auf der entgegen- 
geseizten Seile von MN (MH = MH’), so folgt aus der Berührung der Kreise um 
F’ und E’ in demselben Punct G, da sich hierdurch MI — NI= MH’'— NL’, also 
auch MI-ANH’'=MI--NI ergiebt, dafs IMH’N ein Viereck ist, in welches 
sich ein Kreis beschreiben lälst, und dafs bei jedem Viereck dieser Art (auch in 
der Ebene) die vorhin erwiesene Gleichung 


tang3 H’MN cotz IMN = tangz H'NM cotz3 INM, 
oder 
tangz3 H’MN tang INM = tangz H’NM tang 


gultig ist. 
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Note sur une formule de Laplace. 
(Extrait d’une dissertätion.) Ä 


(Par Mr. Chr. Jürgensen de Copenhague.) 


| Y 
oit - une fraction rationelle, ou Y est 


une fonction rationelle et enticre de y d’un degr@ moindre que 

soit aussi A„(y) la fraction qu’on obtient en omettant dans la premiere le 

facteur du denominateur Cela pose, Laplace a donne, 

dans la theorie analytique des probabilites pag. 22., 23. les formules sui- 


vantes, qui peuvent s’€crire ainsi: 
Y mar 
\ —Pm 


d’ou il suit: 
2. le coefficient de y” dans le developpement de cette fraction 


An (Pm) 
m=r 
— 


Hın 


mi 1.23. 


X 


Si lon designe par une 


( 

fraction rationelle, ou . ?, sont les m@mes quantitds que ci- 
dessus, et qu'on represente par le fonction correspondante ü A,, 


on aura, en faisant 
X = 


yvY 
u +1 


“ti 
et 


(—) — An (Pm)e 


A 
fe 
et = —: 
| 
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Donc la formule (1.) se transforme dans celle-ci: 


3. 
1.2.3... 


mi 1.2.3....4m dp” 


Observant que le coefhcient de x="”* dans le d&veloppement de la 
fraction 


X 
Fi Fi 
(1—p, x)! .... x) r 


est le m&me que le eoefficient de = dans le developpement de la fraction 


suivant les puissances descendantes de y, on trouve par la formule (4.): 
mr 
coefl. y” = Lrr 
1.2.3... 


On a donc generalement: 


mar ( 
coeff. y” zu + m 

mi 
ou le second membre doit avoir le signe —, si 2 est un nombre positif, 
et +, sil est negatif. 


A 1 4 
De meme en observant, que le coeflicient de —, dans le develop- 


pement de la fraction en x a la m&me valeur que le coefhcient de y’' 
dans le developpement de la fraction en y, on a en general: 


EN: 
coeff. x” = +8 ), 


m=1 41,2.3....öp” 


m 


ou Yon doit prendre le signe sup@rieur, si est positif, et linferieur, s'il est 
negatif. 

Mettant un nombre fractionnaire pour z, on trouve des termes in« 
termediaires entre deux quelconques de la serie r&currente. 
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Faisant 
x 


(I—p,®) 


et 


on deduit de la formule (4.), en multipliant par #,x” et sommant ensuite: 


„Hm Un 
n=U m=1 1.2.3... 6 OPn 


formule dont je vais presenter une d&monstration directe. 
Soit daboerd ....=u,=0. Ona dans ce cas, en de- 
composant la fraction, 


1 
mr W ) m=r 
X n 1 


done 


si = les fonctions e et (- -) deviennent infinies; posant done 


on trouye 
1 i 
ı 2 


dont le premier terme donne 3, dont la vraie valeur est 


ö|p: (--) 2] 


Ainsi la formule (5.) subsiste, quand x, =1, et on la verifie de 


wand 


Je suppose ensuite, «quand = m-—1: 


(Pı ®) 


.(m— 


nz 
et je vais d&montrer, que la formule a dgalement lieu lorsque u, = m. 
En eflet, en posant comme ci=-dessus 


(ac 


(i—p, 
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on a: 
1.2.3....(m—1) (pı —p.)” 


ou Von prendra le signe +, si m est pair. 
Faisant pour abreger 


döveloppant et r@duisant au m&me d@nominateur, on trouve 


OP, 2 
+3 4...(m-1)(p,-p;) ——... 
m-1 
+ (m-1) + (pı-p,)"! | 
3 = ap) 
n n — + ....,. 


dont le premier terme devient $, quand p,=p,, ce qui donne P,=P,. 
Diilerentiant done haut et bas par rapport & p,, ona 


+|1.2.3..(m-1 
mp, op, 
1.2.3... (m —1)m.(p,—p.)”"! + etc. 


ce qui se reduit A 
m 1 
nn omP, on [r: 


Donc la formule (5.) subsiste pour une valeur quelconque entiere et po- 
sitive de et par consequent de 


Pour donner quelques exemples de la formule (5.), soit d’abord la 
fraction proposde 
1— a”? 
ou m est un nombre entier <r. Faisant done „=, =...=u,=0, 
OU &, 000. sont les racines de l’e- 
quation <"—1=0, 0na 


y.(2) = 


1 — x” 
. 1 
ce qui donne 5, quand x= -.; on trouve dans ce cas: 
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r r n 3 


puisque On a ainsi la formule que jiai trouvde par une 
autre voie dans le vol. 6. de ce journal pas. 195 et suiv. 


1—xcosp 


1— 2x2c0sp+x? 


x sin 


Si la fraction propos@e est ou 


a les formules connues: 


= 3A (z.eV ev -1)] 


(voyez le vol. 4, de ce journal pag. 281. et suiv.). 


Faisant = dans la formule (5.), done 4,=1, on re- 


tombe sur la formute (3.), qui se transforme dans la formule (1.). Aiusi 
la formule (5.) contient toutes les autres, 


Maintenant, si l’on observe, qu'en int@grant v fois de suite et ne- 
eliseant les constantes arbitraires, il vient: 


_ 
1.2.3....(9—1) 


et 
gr (dpa)! log i— px) 
1— pr 12.3... (9 —1).(—p)”’ 


on a pour liutegration repetee des fractions rationelles, les formules: 


6. +1 == 
F 1.2.3... 4m Op” 


Si dans les formules (3.) et (7.) la fraction proposee contenait dans le 
denominateur un facteur x”, on lui donnerait la forme 


x 
A —Pı 


| 
N 
? 
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on auquel cas p, dans le numerateur serait 
constant. 


Quand sont des nombres fractionnaires, on tombe 
daus des transcendantes, qui ont fait Vobjet des recherches des geome- 
tres modernes; il pourrait done etre utile, ce me semble, de chercher, 
si parmi les expressions connues de la fraction 


f(x) 
1.2....n.0x”? 


cü n est une quantit© quelconque, il ne s’en trouve, qui convienne ü la 

formule (1.); par on parviendrait peut-etre ü des relations interessan- 

tes, lapplication etant faite d’une telle expression aux formules (6., 7.). 
9. Avril 1833. 
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12. 


Theorie der Kettenbrüche und ihre Anwendung. 


(Fortsetzung des Aufsatzes No. 1. im ersten, No. 10. im zweiten, No. 18. im dritten, No. 30. im 
vierten Hefte X. Bandes. und No.4. im ersten Heft XI. Bandes.) 


(Von dem Herrn Dr. Stern, zu Göttingen.) 


Fünftes Kapitel. 
A. Anwendung der Keitenbrüche zur Auflösung der Zahlengleichungen. 
75. 

Lagran ge hat zuerst gezeigt *), wie man die Kettenbrüche zur Auflösung 
der Gleichungen anwenden kann. Seine Methode ist aber mit einer gro- 
[sen Unvollkommenheit behaftet, die sie in den meisten Füllen ganz un- 
brauchbar macht. Sie fordert nemlich, dafs man schon den kleinsten Un- 
terschied der Wurzeln der aufzulösenden Gleichung kennt; das Aufsuchen 
dieses Unterschiedes aber, von welchem zugleich die Entdeckung der ima- 
ginären Wurzeln abhängt, führt bei höheren Gleichungen zu so verwickel- 
ten Rechnungen, dafs dieses Verfahren als ganz unausführbar angesehen 
werden muls. Fourier, dessen Bearbeitung der Lagrangeschen Methode 
leider nicht erschienen ist, hat in dem Expose synoptigue, welches dem 
ersten Theile seines Werkes „Analyse des eguations” vorausgeschickt ist, 
angedeutet: dafs das Aufsuchen des kleinsten Unterschiedes ganz überflüssig 
ist, üafs man vielmehr die aufzulösende Gleichung zuerst so behandeln 
mufs, als ob alle Wurzeln reell wären, dafs ferner, wenn sie imaginäre 
Wurzeln enthalten sollte, diese durch den Fortgang der Rechnung selbst 
angedeutet werden, und die Berechnung der reellen Wurzeln alsdann um 
so leichter wird. Diese Resultate wieder herzustellen, ist der nächste Zweck 
der folgenden Betrachtungen. Es ist aber hierzu erforderlich: zuerst aus 
Fourier die Metliode zu entlehnen, durch welche man die Gränzen fin- 
det, innerhalb welcher die Wurzeln einer Gleichung enthalten sind. Dies 
soll in den nächsten $.$. 76. — 82. geschehen. 


*) MMedmoire de lacadmie de Berlin annde 1767 et 1768, Trait de la resolution 
des dqualıons numeriques. 


< 
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76, 
Es sei die Gleichung: 


= Az" + Aa”! + Aa”? + AH... +42 =0 
gegeben, wo 4A, Ar... A, bestimmte Zahlen bedeuten, und eine 
ganze Zahl ist. Es wird vorausgesetzt, dafs diese Gleichung keine gleiche 
Wurzeln hat. Wäre eine Gleichung gegeben, die solche enthielte, so könnte 
man sie leicht nach bekannten Regeln entdecken, und die sie enthalten- 
den Factoren wegschaffen. Man differenzüre diese Gleichung nz Mal hin- 
ter einander, und schreibe die Diflerenzial- Coeffizienien in umgekehrter 
Ordnung neben einander, so dafs man die Folge: 


erhält. Es soll nun, wenn in irgend einer dieser Functionen statt x der 


durch diese Substitution erhält. 


bestimmte Werth & substituirt wird, z. B. in 


Werth angedeutet werden, welchen 


Substituirt man in der Folge (4.) statt x überall den Werth «&, so wird 
jedes einzelne Glied das positive oder negative Zeichen haben. Diese Zei- 
chen schreibe man in der Ordnung, wie man sie erhält, neben einander; 
die ganze Zeichenreihe soll durch [#] angedeutet werden. Setzt man statt 
x den Werth — x, so reducirt sich jede der Functionen 


auf ihr erstes Glied, daher hat die erste Function - ne das + Zei- 
m—1 
chen, die zweite n > ei das — Zeichen, die dritte das + Zeichen 


u.8. w. Die Zeichenreihe [— x] enthält also nur Zeichenwechsel. 

Setzt man dagegen =», so haben alle Functionen das + Zei- 
chen, und die Zeichenreihe enthält nur Zeichenfolgen. Setzt man statt x 
eine Zahl +x, die zwischen — x und « liegt, so ist leicht einzusehen, 
dafs die dadurch entstehende Zeichenreihe [+] so lange dieselbe ist wie 
[— x], als nicht zwischen —x und + eine Zahl liegt, die so beschaf- 
fen ist, dafs wenn man sie statt x substituirt, alsdann eine der Functionen 


auf Null reducirt wird, weil eine Änderung in der Zeichenreihe nur dann 


entstehen kann, wenn eine dieser Functionen vom Positiven zum Negati- 
19 * 


| 
om f(x) 
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ven oder umgekehrt übergeht, dieser Übergang aber bei keiner algebrai- 
schen Function Statt haben kann, wenn sie nicht durch den Werth Null 
geht. Es ist daher besonders wichtig, zu untersuchen, welche Änderung 
in der Zeichenreihe die Substitution eines Werthes & hervorbringt, der 
wirklich eine der Functionen auf Null reducirt. 


77. 
Man nehme zuerst an, diese Function sei f(x), so dals f(e) = 0 ist, 
dagegen ) 1.5. w. sümmtlich bekannte positive oder negative 


Werthe haben. Man substituire statt x in der Folge (4.) nach einander 
die drei Werthe Ca, &, und setze die dadurch eutstehen- 


den Zeichenreihen de], de] 

auf drei horizontale Linien unter einander. Diese Reihen werden nur in 
Hinsicht auf das letzte Zeichen, das jede enthält, verschieden sein. Denu 
da der Werth des Differenzials 0% unbestimmt ist, so kann es immer so 
klein genommen werden, dals keine der Functionen 


or fletde) fla—da) da) 
Null wird; diese Functionen Kai also bezüglich dasselbe Zeichen wie 


(@) .... Dagegen wird negativ oder positiv wer- 


af («) 


den, je nachdem positiv oder negativ ist, weil f(«) Null ist, und da- 


her das erste in der Entwickelung von f(«—0«) hervortretende Glied, 


welches das Zeichen der Function bestimmt, ist, Aus ähn- 


lichen Gründen ist f(@+ positiv oder negativ, je nachdem posi- 
«) 
Ist 


tiv oder negativ ist. 


positiv, so werden die drei Be 


wenn man nur die letzten Mae berücksichtigt, folgende Gestalt haben: 
=... .+— 
la] = ....#0 
....++ 
negativ, so hat man: 
=....—+ 
le] = ...-— 0 
le +90] = 
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In jedem Falle ist in der Zeichenreihe [«+de] ein Zeichen- 
wechsel weniger als in der Zeichenreihe [«— da], sobald f(«) 
=0, d.h. « eine Wurzel der gegebenen Gleichung ist. 
78. 
Ist aber & keine Wurzel der Gleichung, also f(«) nicht Null, dage- 
f(e) 


gen irgend eine andere Function äan , und nur diese, gleich Null, und 


man substituirt wieder allmählig statt die Werthe da, a, 
so wird man auch in diesem Falle da so klein annehmen können, dafs 
alle correspondirende Zeichen der drei Reihen: 

al, 
gleich sind, bis auf die drei Zeichen, welche durch die Substitution der drei 
Werthe in C/(® entstehen. Man hat daher nur nöthig, die drei auf ein- 


gg” 
ander folgenden Functionen 


man wissen will, wie sich die drei Zeichenreihen [«—öe], [x], [£ 


zu betrachten, wenn 


gegen einander verhalten. Die Function ee ah ist negativ oder po- 
sitiv, und die Function TE en) positiv oder negativ, je nachdem eh 


n—1 
positiv oder negativ ist, die Function . in kann aber ebenfalls positiv 


oder negativ sein. Hierdurch entstehen vier verschiedene Combinationen. 


n—1 
Sind an A nd 7 beide positiv, so hat man, wenn man nur die 


n+1 n n—1 


schreibt: 


=... .+—-+.... 


le] =...:.+0 +.... 
n 
Sind und ) beide negativ, so hat man: 
le = ....— + —.... 
le] = —.... 


+00] = ....— ——.... 


In diesen zwei Fällen hat also [x-+9«] zwei Zeichenwechsel weniger als 


Ist negativ, Positiv, so hat man: 


145 12. Stern, Theorie der Kettenbrüche. 


= ...— + -+.... 

fe] = +.... 

=... — — +... 

Ist positiv, negativ, so hat man: 

= ...:-+0 —.... 


In den zwei letzten Fällen enthält [« eben so viel 
Zeichenwechsel als [a—0al], 


79. 
Es soll nun der Fall betrachtet werden, wenn mehr wie eine Func- 
tion durch die Substitution des Werthes « Null wird, und zwar nehme man 


zuerst an, dafs die e auf einander folgenden Functionen, 
dar 
(unter welchen sich aber f(«) nicht befindet), und nur diese Null werden. 
Bildet man die drei Zeichenreihen: 
so kann man © so einrichten, dals die correspondirenden Funetionen, die 


der Function ea vorausgehen, und eben so die correspondirenden Func- 


tionen, die auf die Function nn Aa folgen, in den drei Reihen gleiche 


Zeichen haben. Um also zu finden, wie sich die Zeichenreihe in ihrem 
Übergange von — da] zu ändert, braucht man nur die den 
Funetionen 


entsprechenden Zeichen zu betrachten. Man hat 
_ 


da” 
__ (de) Art! f(e) 


An \ [47 


N 
4 
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fia— da) (de)? "+1 f(e) 


— > — .. 


dartı 
_ (de) 
Ist e eine gerade Zahl, und 0 ee LS. ) positiv, so hat man daher: 
++ 
und ist (e) negati 
— egatıv, so hat man 
— = ....— — —+— + 
le] = ::--— 0 00...000+ 
[+00] — — — 


In jedem Falle hat also die Zeichenreihe [+0] e Zeichenwechsel we- 


niger als [u — du]. Ist aber e eine ungerade Zahl, so kommt es darauf 
an, ob —— und gleiche oder ungleiche Zeichen haben. Im 


ersten Falle hat [«+9u] e-+1 Zeichenwechsel, im zweiten e —1 
ot 
Zeichenwechsel weniger als Denn sind und 


beide positiv, so hat man: 


-—-+.... 
und sind beide negativ, so hat man: 
= ....— + — +... —-+—+—.... 
Ist dagegen ah positiv, und ur negativ, so hat man: 
=....+— + —...+—-+— — 
f(e) 0" 


und ist amp negativ, und —_. positiv, so hat man 


e—eul=...— + —+...—+—++ 
—+ 
80. 
Es ist noch der allgemeine Fall zu betrachten, wenn an verschie- 


denen Stellen der Folge (4.) verschiedene Gruppen von Funetionen Null 
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werden, z.B. an einer Stelle e Functionen, an einer anderen e, Functio- 
nen u.8.w. Dieser Fall kann leicht auf den vorhergehenden zurück ge- 
führt werden; man braucht nemlich nur jede der verschwindenden Gruppen 
für sich zu betrachten. Will man daher wissen, wie viel Zeichenwechsel 
Ia+©u] weniger hat als [u— 0a], so betrachte man zuerst die Gruppe 
von e Functionen. Ist e eine gerade Zahl, so finden sich eben deswegen 
in [a-+0a]| e Zeichenwechsel weniger als in [«e— da], ist e ungerade, so 
hat |a+ 9a] e--1 oder e— 1 Zeichenwechsel weniger. Eben so wird die 
Zeichenreihe [%#--Cu] wegen der Gruppe von e, Functionen, nach Um- 
stünden e,+1 oder e—1 Zeichenwechsel weniger als 
haben u. S. w. 

Es wird hier immer vorausgesetzt, dals f(x) nicht unter den ver- 
schwindenden Functionen ist, weil sonst die Gleichung gleiche Wurzeln 
hätte, gegen die Voraussetzung ($. 76.). 

81. 

Aus dem Vorhergehenden lassen sich nun folgende Resultate ableiten: 

I. Zwischen dem Werthe e=— » und dem Werthe = x ver- 
liert die Zeichenreihe 72 Zeichenwechsel ($. 76.). Substituirt man daher 
nach einander die Werthe «, 2, statt x, so können die zwei Zeichenrei- 
hen [&], [2] nur höchstens um 2 Zeichenwechsel verschieden sein. 

Il. Die Anzahl der Zeichenwechsel kann, wenn man immer grö- 
fsere und gröfsere Werthe (mit Rücksicht auf das Zeichen) statt x sub- 
stituirt, nie zunehmen, die einmal verlorenen Zeichenwechsel können bei 
keiner späteren Substitution wieder erscheinen. 

Liegen zwischen den Werthen und r unter ein- 
ander verschiedene reelle Wurzeln der Gleichung so mufs 
wenigstens n Zeichenwechsel weniger haben als denn 
hat einen Zeichenwechsel (wenigstens) weniger als [4 ($. 77.); 
eben so hat |a,4-©«,] einen Zeichenwechel weniger als [..—«,] u. s. w. 

IV. Hat daher [2] nicht weniger Zeichenwechsel als 
[a], so kann zwischen & und ß keine Wurzel liegen; hat aber 
IE] z Zeichenwechsel weniger als [a], so können zwischen « 
und ? nur 2 Wurzeln ligen. 

V. Man darf aber aus dem Umstande, dafs [B] 2 Zeichenwechel‘ 
weniger als [@] hat, nicht schliefsen, dafs zwischen « und 8 auch wirk- 
lich z reelle Wurzeln liegen, weil das Verschwinden der Zeichenwechsel 


> 
ar 
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auch dadurch entstanden sein kann, dafs eine oder mehrere der in der 
Folge (A.) enthaltenen Functionen durch einen zwischen & und ß liegen- 
den Werth Null geworden sind, ohne dafs f(x) durch die Substitution 
eines solchen Werthes Null wird. So viel ist aber gewils, dals wenn 
eine ungerade Zahl ist, zwischen & und ß wenigstens eine reelle Wur- 
zel liegt, weil, wenn eine oder mehrere der in der Folge (.4.) enthaltenen 
abgeleiteten Functionen Null werden, nur eine gerade Anzahl von Zeichen- 
wechseln verschwinden kann ($. 78., 79., 80.). 

VI Da das Verschwinden eines Zeichenwechsels immer auf eine 
reelle Wurzel deutet, so müssen nothwendig durch die Substitution gend 
eines Werthes zwei Zeichenwechsel auf einmal verschwinden, sobald der 
Gleichung zwei reelle Wurzeln fehlen, d.h. sobald sie zwei imaginäre 
Wurzeln hat, und es müssen überhaupt so viel Paare von Zeichenwechseln 
verschwinden, als die Gleichung Paare von imaginären Wurzeln enthält. 

VI. Weils man mit Gewifsheit, dafs zwischen den Gränzen @ und 
ß keine reelle Wurzel liegt, und hat [ß] 2 Zeichenwechsel weniger als [«], 
so folgt daraus, dafs die Gleichung wenigstens ?r imaginäre Wurzeln hat. 
Ist daher irgend ein Werth « keine Wurzel der Gleichung f(x)=0, d.h. 
mit anderen Worten, liegt zwischen «—d« und «+ keine Wurzel die- 
ser Gleichung, und hat [4-+ 2 Zeichenwechsel weniger als [a —d«], 
so folgt hieraus, dals die Gleichung wenigstens ?z imaginäre Wurzeln hat. 

82. 

Die Frage, wie man die Gränzen, innerhalb welcher die Wurzeln 
liegen, finden kann, ist durch das Gesagte vollständig gelöst, und wird 
praktisch am leichtesten auf folgende Weise erledigt. Man gehe von dem 
Werthe zuerst rückwärts, und setze allmählig —1, = —10, 
u.s.w., bis man an einen Werth —-10” kommt, der so 
beschaffen ist, dafs [—10”] nur Zeichenwechsel enthält; zwischen — x 
und — 10” kann also keine Wurzel der Gleichung liegen, Dann setze 
man z=10, 10? u. s. w., bis man an einen Werth 10° kommt, 
der so beschaffen ist, dafs [10°] nur Zeichenfolgen enthält; zwischen 10° 
und © kann wieder keine Wurzel liegen, vielmehr müssen alle Wurzeln 
zwischen —10” und 10’ enthalten sein. Man vergleiche daher jede zwei 
der auf einander folgenden Zeichenreihen [—10”] und [—10”"'], [—10"] 
und [—10”] bis [—10''] und [—10']. Haben zwei solche auf einander 


folgende Zeichenreihen dieselbe Anzahl von Zeichenyrechseln, so liegt keine 
Crelle's Jonmnal d, M. Bd. XL HR. 2, 20 


| 
| 
\ 


150 12, Stern, Theorie der Kettenbrüche. 


Wurzel zwischen ihnen ; diese Zwischenräume werden nicht weiter beach- 
tet; hat die zweite Zeichenreihe einen Zeichenwechsel weniger als die 
erste, so liegt eine reelle Wurzel zwischen den entsprechenden Gränzen, 
hat die zweite eine ungerade Anzahl von Zeichenwechseln weniger als die 
erste, so liegt wenigstens eine reelle Wurzel zwischen diesen Gränzen, 
ist aber die Anzalıl dieser Zeichenwechsel eine gerade, so ist es zweifel- 
haft, ob dieser Umstand auf eine gerade Zahl reeller Wurzeln oder auf 
eine Anzahl imaginärer Wurzeln deutet. 

Es kann auch vorkommen, dafs die Zeichenreihe, die einem Werthe 
a enrspricht, nicht unmittelbar mit einer anderen verglichen werden kann, 


Or 


weil einige der Functionen durch die Substitu- 


tion ©=& Null werden. In diesem Falle nimmt man statt «& einmal 
und dann und werden wieder voll- 
ständige Zeichenreihen sein. Will man daher [#4] mit einer Zeichenreihe 
Iß,] vergleichen, die einem Werthe ß,<(« entspricht, so nimmt man statt 
die Zeichenreihe will man aber [4] mit einer Zeichenreihe 
|ß] vergleichen, die einem Werthe B>« entspricht, so nimmt man 
statt [a]. 
83. 

Es ist einleuchtend, dafs man durch das im vorigen $. angegebene 
Verfahren, welches in der Folge, der Kürze halber, das Theorem (£.) hei- 
[sen soll, die Gränzen, innerhalb welcher alle Wurzeln liegen, mit Sicher- 
heit finden kann; es giebt aber keinen sicheren Aufschlufs über die Natur 
der Wurzeln. Im Gegentheil bleibt es in den meisten Fällen ungewils, 
ob die durch den Unterschied in der Anzahl der Zeichenwechsel ange- 
deuteten Wurzeln reell oder imaginär sind. Es muls also die Frage ge- 
löst werden, wie man die reellen Wurzeln von den imaginären unter- 
scheiden kann. Es ist einleuchtend, dafs diese Frage nicht dadurch ent- 
schieden werden kann, dafs man statt der schon gezogenen Grüänzen a, ß, 
engere &,, ßı zieht. Denn liegen z.B. zwischen « und 9 zwei imaginäre 
Wurzeln, so dafs [3] zwei Zeichenwechsel weniger als [4] hat, so wird 
auch [2,] zwei Zeichenwechsel weniger als [&,] haben; so lange man aber 
über die Natur der Wurzeln ungewils ist, kann man nicht wissen, ob dies 
nicht daher rührt, dafs die Gleichung zwei reelle Wurzeln hat, die zwi- 
schen «, und 2, liegen, und dieser Zweifel würde bleiben, wie enge auch 


| 
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die Gränzen gezogen sind. Man findet aber bald, dals jede genaue Nü- 
herungsmethode, d.h. jede, welche lehrt, wie man sich mit Sicherheit dem 
wahren Werthe der reellen Wurzeln, wenn solche vorhanden sind, immer 
mehr nähern kann, nothwendig auch auf die Entdeckung der imaginären 
Wurzeln führt. Sobald nemlich ‚das Theorem (4.) gegeben ist, so sind 
mit demselben auch eine unendliche Menge genauer Näherungsmethoden 
gegeben, die sich im Grunde nur durch die äulsere Form unterscheiden, 
die sie dem Werthe der Wurzeln geben. Denn hat man durch das Theo- 
rem (4.) gefunden, dafs eine oder mehrere Wurzeln der Gleichung f(x) = 0 
zwischen den Gränzen « und ß enthalten sind, so ist ein Näherungs- 
werth von x. Setzt man den noch unbekannten Theil des Werthes der 
Wurzel =x,, so kann man x als eine Function der Größen « und x, 
anschen und daher x =F (a, x,) setzen. Substituirt man diesen Werth von 
x in f(x)=0, so erhält man eine neue Gleichung 9(x,) =0, und man 
kann, vermöge des Theorems (#.) wieder Grünzen «,, ß, bestimmen, in- 
nerhalb welcher x, liegt. Setzt man alsdann x, = (u, , x,) und substituirt 
diesen Werth in @(x,)=0, so erhält man eine neue Gleichung x (x;) = 0, 
und man kann wieder, vermöge des Theorems (#.), die Grünzen bestim- 
men, innerhalb welcher x, liegt, und auf diese Weise kann man sich dem 
wahren Wertbe von x immer mehr nähern, Die Frage, wie man sich 
dem wahren Werthe einer Wurzel immer mehr nähern kann, kommt 
also darauf zurück, mit Hülfe des Theorems (#.) einen continuirlichen 
Ausdruck zu finden, der sich der Wurzel desto mehr nühert, je mehr 
Glieder desselben man zusammen nimmt. Da es aber unendlich viele 
continuirliche Formen giebt, so giebt es auch unendlich viele Näherungs- 
methoden; die Hauptiormen sind auch hier wieder die unendlichen Pro- 
ducte, die unendlichen Reihen und die Kettenbrüche. Hat man nun ver- 
möge des Theorems (4.) gefunden, dals zwischen den Zahlen » und £, 
n Wurzeln der Gleichung angedeutet werden, so mufs jede genaue Nühe- 
rungsmethode, wenn man sie unter der Voraussetzung anwendet, dals 
n reelle Wurzeln vorhanden sind, auch z reelle Werthe liefern, wenn die 
Voraussetzung richtig ist; liegen aber zwischen « und 3 weniger als 7 reelle 
Wurzeln, so muls die unter einer falschen Voraussetzung angewandte Ne- 
thode, indem sie 2 Werthe zu entwickeln sucht, notwendig auf einen 
Widerspruch, auf etwas Ungereimtes führen, und gerade darin liegt das 
Kennzeichen der imaginären Wurzeln. 


20” 
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84, 

Eine der bekanntesten Auflösungsmethoden, die Newtonsche, be- 
ruht auf der Entwickelung der Wurzeln durch eine unendliche Reihe. Es 
sind aber noch eine Menge anderer Auflösungsmethoden möglich, die sich 
auf dieselbe Eatwickelungsart gründen, und nur durch die Form, die man 
der unendlichen Reihe giebt, von einander verschieden sind. Sie führen 
alle, sobald man das Theorem (4#.) zu Hülfe nimmt, eben so sicher zum 
Zwecke, wie die Newtonsche Methode, wenn auch nicht alle eben so 
schnell. Eine der einfachsten dieser Methoden ist z.B. folgende. Wir 


wollen zuerst annehmen, es sei ein rationaler Bruch, z. B. = gegeben, der 


in eine Reihe verwandelt werden soll, so kann dies auf folgende Weise 


geschehen. Man suche zuerst die grölste ganze Zahl, die in diesem Bruche 


95 


enthalten ist. Diese ist hier 3, man hat 3+ 5. Man suche nun zwei 


Brüche —, Er ‚ zwischen welchen 5 enthalten ist (772 bedeutet eine 
| x 
ganze Zahl). Man findet und zwar eben so 


98 | 
Ganz auf dieselbe Weise kann man den rationalen oder irrationalen Werth 
der Wurzel einer Gleichung entwickeln. Es sei die Gleichung 
(.) A" + 40” An 
gegeben. Man habe durch das Theorem (4.) zwei Zeichenreihen [«] und 


[2] gefunden, so beschaffen, dals [«] nur einen Zeichenwechsel mehr ent= 
hält als [2], so liegt also zwischen « und ß- eine Wurzel der Gleichung («.). 


Man setze nun = *), substituire diesen Werth in («.) und bilde 


die neue Gleichung 

Fa) = 0. 
Die Grölse x, nothwendig positiv und gröfser als die Einheit, oder 
—=1 sein. Man suche nun durch das Theorem (A4.) zwei ganze positive 


Zahlen 2 und » —+-1, zwischen welchen x’ liegt, alsdann setze man = 
und bilde, indem man diesen Werth in («.) substituirt, 


®*) Es wird hier vorausgesetzt, dafs @ und # positive Zahlen sind, wären sie 


negative, so würde man z = Pr setzen. 
v 


- 
= k 
= 
5 
£ 
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die neue Gleichung 
(e) =0 (x, muls wieder >1 sein). 


Man bestimme wieder durch das Theorem (_4.) die zwei ganzen positi- 
ven Zahlen », und z,+1, zwischen welchen x,, liegt, so hat man 


+ und indem man dasselbe Verfahren fortsetzt, 


so kann man den Werth von x so genau, als man es wünscht, erhalten. 
Sollte aber [«] mehr als einen Zeichenwechsel mehr als [2] enthalten, so 
würde der Zweifel entstehen, ob dieser Unterschied in der Anzahl der 
Zeichenwechsel auf reelle oder imaginäre Wurzeln deutet. Die Fort- 
setzung der Entwickelung entscheidet aber hierüber immer mit Sicherheit. 
Da es hier nicht unsere Absicht ist, diese Auflösungsmethode in allen ihren 
Einzelnheiten zu verfolgen, so wollen wir nur den besonderen Fall betrach- 
ten, wenn [#] zwei Zeichenwechsel mehr hat als [ß], da sich ohnehin 
von diesem Falle auf die übrigen leicht schlielsen lälst. Es entsteht also 
der Zweifel, ob zwischen « und ß zwei reelle Wurzeln enthalten sind, 
oder ob zwei imaginäre angedeutet werden. Sind beide Wurzeln reell, 
so muls auch die Gleichung (d.) zwei reelle Wurzeln haben. Findet man, 
dals die Wurzeln dieser Gleichung nicht zwischen denselben Gränzen m 
und 2 +1, sondern zwischen verschiedenen Gränzen » und n-+1, M 
und M--1 liegen, so sind auch die Wurzeln der Gleichung («.) getrennt, 
und daher reell; hat dagegen (b.) keine Wurzel, die >1 ist, so folgt dar- 
aus, dals die zwei Wurzeln der Gleichung («.) imaginär sind. Nur in dem 
Falle, wenn auch die beiden Wurzeln der Gleichung (2.) zwischen den 
Gränzen m und a» -+1 liegen sollten, bliebe die Natur der Wurzeln zwei- 
felhaft. Man bilde alsdann die Gleichung (e.). Sind die Wurzeln der Glei- 
chung (a.) reell, so mufs auch (c.) zwei Wurzeln haben, die >1 sind; 
sucht man daher die Gränzen der Wurzeln der Gleichung (c.) und findet, 
dafs sie >1 und getrennt sind, so folgt daraus, dafs die Wurzeln der 
Gleichung («.) reell sind, hat (c.) nicht zwei Wurzeln die >1 sind, so sind 
die Wurzeln der Gleichung (a.) imaginär; sollten aber die Wurzeln der 
Gleichung (c.) zwischen denselben ganzen positiven Zahlen =, und 2, -Hi 
enthalten sein, so muls man wieder eine neue Gleichung (d.) bilden, und 
indem man so fortfährt, mufs man nothwendig dabin kommen, die Wur- 
zeln zu trennen, oder zu erkennen, dafs sie imaginär sind. 


| 
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Es sei z. B. die Gleichung: 
Sa) = —3c+2= 0 


gegeben. Hier hat man: 


"+20 —3r +2, 
= +42 —3, 
= 68 +4, 
und 1-10} = 
1=-+-—+ 
++—+ 
=++++ 


ls liegt also eine Wurzel zwischen —10 und —1. Zwei Wurzeln werden 
zwischen OÖ und 1 angedeutet. Um zu entscheiden, ob sie reell oder imagi- 


1 
när sind, setze man z=0+- und substituire diesen Werth in f(x), so 


erhält man die neue Gleichung: 
Hier hat man 


oF(x,) 
_ 
folglich ist 
M=++++ 


Es liegt also zwischen 1 und » keine Wurzel der Gleichung F(x,) = 0, 
d. h. die Wurzeln dieser Gleichung sind zwischen — x und 1 enthalten, 
folglich sind die Wurzeln der Gleichung f(x) = 0 imaginär *). 
85. | 
Der Gebrauch der unendlichen Producte zur Auflösung der Glei- 
chungen soll nur an einem ganz einfachen Beispiele gezeigt werden. Es 
soll die Gleichung: 


*, Vergl. Analyse des dquat. pag. 125. 


- ) 
— 
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aufgelöst werden. Man weils hier auch ohne Hülfe des Theorems (4.), 
dafs ein Werth von x zwischen 1 und ? liest, also x <2. Man setze 

nın 2= 7.7‘, so hat man: 

4a —18 —=0, 

also und Man setze so ist 
16x, — 450 = 0, 


>5 
also folglich 7.5, man setze = 
Fährt man auf diese Weise A so findet man: 
226 6 1010 
ein Resultat, das man schon ra! auf indirectem Wege gefunden hat‘). 
86. 


Will man die Wurzel durch einen Kettenbruch ausdrucken, so 
kann dies wieder auf sehr verschiedene Weise geschehen, je nachdem 
man diesem Kettenbruche eine oder die andere Form giebt. Am vortheil- 
haftesten ist es, die Form des Kettenbruchs so zu bestimmen, dafs alle 
Theilzühler der Einheit gleich, uad alle Theilnenner positive ganze Zahlen 
sind. Denn diese Kettenbrüche haben, wie schon früher gezeigt wurde 
(s. 15.), die Eigenschaft, dafs die Näherungswerthe, die man aus densel- 
ben erhält, dem wahren Werthe näher sind, als jeder andere Bruch, des- 
sen Nenner nicht größser als der Nenner des Nüherungswerthes ist. Man 
hat daher schon lange diese Kettenbrüche angewandt, um die Aufgabe zu 
lösen, wie man zu einem Bruche mit sehr grolsem Zähler und Nenner 
andere kleinere Brüche finden kann, die sich dem Wertle desselben so 


. .. .. A 
viel als möglich nähern **). Ist nemlich ein Bruch 7 gegeben, so kann 


*) Vergl. Euler Inirod. in an, inf. pag. 147. 


*®) So viel man weils, war Hugenius der erste, der die Kettenbrüche zur 
Lösung dieser Aufgabe anwandie, in seiner Abhandlung: De automato planetario, 
Die dort beschriebene Maschine wurde im Jalıre 1682 ausgeführt (s. die Vorrede zu 
Hugen. Opusc. posth. Lugd. 1703). Wallis hat dieselbe durch ein viel sch wieri- 
geres V erfahren gelöst; sie wurde ihm im Jahre 1663 oder 1664 von einem Edward 
Davenant vorgelegt (Wallisii Algebra cap. 10. Oxon. 1693, anglice ed. 1685). 
Wallis mu/s damals (1693) von Hngenius Arbeit Nichts gewulst haben, denn er 
sagt: „‚quwia non video quempiam eandem rem ex professo tractasse” Durch Wallis 
Methode erhält man sowohl die Hauptbrüche als die eingeschalteten Nebenbrüche 


| 
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man denselben leicht in einen Kettenbruch der verlangten Art verwandeln. 


Es sei @ die gröfste in 3 enthaltene ganze Zahl, so de = «aB-+C und 


C<-B ist, ferner a, die grölste, in dem Quotienten 2 enthaltene ganze 


C 
Zahl, so dals B= «,C+D ist, eben so si C=0,D-+E u. s. w., so hat man 
A 1 
5 + 1 ($. 
a, 


a, etc, 


2684769 \ 
(%. 13. und 15.): so findet er als Näherungswerthe des Bruches 5376571 die Brüche 


3’ DI 53°’ 7S’ ...0.,. 8 5 r wahre er sın un 1e ruch®e 
die kleiner als derselbe sind. Sucht man die Nähe- 


4’ cz) 


rungswerihe nach Hugenius Verfahren, so hat man:- 
8376571 = 3.2684769 + 322264, 
2684709 = 8. 322264 + 106657, 
322264 3. 106657 + 2293, 
der Anfang des Kettenbruchs ist also 


— 


und die ersten Näherungswerthe 
0 3.04 8140 _8 3.841 
Als eingeschaltete Nebenbrüche erhält man 


1.140 1 2140 _2 3140 _3 4140 _4 5140 __5 6.140 

1.3+1 4’ 2.341 7°’ 3.341 10’ 4.341 13° 5.341 16° 6.3+1 
7 1.841 _9 2.841 __17 

732° 25’ 2.25+3 


oO 


ferner 22643 53° 

ks lälst sich hieraach vermuthen, dafs schon Davenant Hugenius Verfahren 
angewandt hat, denn Wallis sagt: ‚sed et Davenantius melhodum habuit ipse 
hujusmodi approximationes, non omnes quidem, sed praecipuas investigandi.” 
Bedenkt man nemlich, dafs die Theorie der Nebenbrüche erst durch Lagrange 
(NMedm. de lac. de Berlin 1767) entwickelt worden ist, so wird es sehr wahrschein- 
lich, dals Davenant nur die Hauptbrüche auf dieselbe Weise wie Hugenius 
fand, und dafs gerade diese Wallis praecipwas nennt, Euler scheint Huge- 
nius Aufsatz gar nicht gekannt zu haben, und von selbst auf dieselbe Methode ge- 
kommen zu sein; er erwähnt überall nur Wallis Auflösung im Gegensatz zu der 
seinigen. So z.B. (Nov. comm. ac. Petr. T.11.) in dem Aufsatze: De usu nov. algor. 
7. sagt er: „„quod problema olim feliciter a Wallisio solutum equwidem quoque jam 
dudum per fractiones continuas mulio commodius expedivi. Man vergleiche auch den 
Aufsatz: Da fractionibus continuis $. 14. in Comm. ac. Petr. T.9. und Introd. in an. 
inf. 8. 382. Keinesweges aber hat Wallis, wie Waring sagt (Meditat. algebr. 
pas. 178.), die Hugenius’sche Methode erfunden. 


| 
| 
— 
— — 
19’ 
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und wenn man die Näherungswerthe dieses Kettenbruchs entwickelt, so 


erhält man Brüche, die dem Werthe = näher kommen, als jeder andere 
Bruch mit nicht srölserem Nenner. 

Aufserdem hat man bei Anwendung dieser Kettenbrüche zur Be- 
stimmung der Wurzeln den Vortheil, dafs jede zwei auf einander folgende 
Nüherungswerthe Gränzen sind, innerhalb welcher die Wurzel liegt, da 
diese Näherungswerthe abwechselnd gröfser oder kleiner sind, und man 
daher die Gränzen des Fehlers bestimmen kann, den man begeht, wenn 
man statt des wahren Werthes einen Näherungswerth nimmt ($.15.). 
Die Kettenbrüche, deren Zähler der Einheit gleich und deren Nenner ganze 
positive Zahlen sind, haben einen irrationalen Werth, wenn sie ins Unend- 
liche fortlaufen ($. 64. 1.). Ist daher die Wurzel einer Gleichung ratio- 
nal, so muls der ihr entsprechende Kettenbruch nothwendig irgendwo ab- 
brechen und ein endlicher sein, läuft der Kettenbruch ins Unendliche fort, 
so folgt daraus, dafs die Wurzel irrational ist. 


87. 
Man nehme nun zuerst an, dals die gegebene Gleichung: 
(e.) Sa) = Az” + 4, 

nur reelle Wurzeln enthält. Man suche also vermittelst des Theorems 
(4.) die Gränzen, innerhalb welcher die Wurzeln enthalten sind, die nur 
um eine Einheit verschieden sind, diese Gränzen seien @e und +1. 

Es soll nun zuerst der Fall betrachtet werden, wenn zwischen die- 
sen Gränzen nur eine Wurzel liegt; es ist also a ein Näherungswerth die« 


ser Wurzel. Man setze daher x = a+-, wenn @ positiv ist, und x = 
/ 
0, wenn @ negativ ist. In jedem Falle ist also x, positiv und grö- 
/ 


[ser als 1. Substituirt man den Werth « +2 statt x in der gegebenen 


Gleichung, so erhält man eine neue Gleichung 

Diese Gleichung kann nur eine reelle positive Wurzel haben, die grö- 
(ser als 1 ist, denn hätte sie zwei x, und x,,, so hätte auch x zwischen 


den Gränzen @ und zwei reelle Wurzeln at gegen die 
4 n 


Voraussetzung. Man bestimme wieder die Gränzen e, und 2,+1, zwischen 


welchen x, liegt, und setze x, = .+-. Substituirt man diesen Werth iu 
Crelle’s Journal d. M. Bd.XI. Uft. 2, 21 


| 
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(5.), so erhält man eine neue Gleichung: 
() 9a) =0. 
Diese Gleichung kann ebenfalls wieder nur einen reellen positiven Werth 
haben, der gröfser als 1 ist. Man kann wieder seine Gränzen «, und «+1 
bestimmen, und indem man so fortfährt, erhält man den Näherungswerth: 
x = 
Sind aber zwischen den Gränzen @ und @-+1 mehr als eine reelle Wurzel, 


allenfalls 2 reelle Wurzeln enthalten, so haben diese alle den gemeinschaft- 


lichen Näherungswerth @. Setzt man daher 
1 


so mufs die dadurch entstehende Gleichung: 
(b) Fix) =0, 

n Wurzeln haben, die positiv und gröfser als 1 sind. Hätte sie mehr oder 
weniger, so würde auch x mehr oder weniger als 2 reelle Wurzeln zwi- 
schen den Gränzen @ und @-+-1 haben, gegen die Voraussetzung. In der 
jegel wird nun jede Wurzel der Gleichung (2.) von den übrigen getrennt 
und zwischen besonderen Gränzen «a, und «+1, 5, und 4, +1, c, und 
ce-+1 u.s. w. enthalten sein. Man verführt alsdann mit jeder dieser Wur- 


zeln wie man früher mit x verfuhr, indem man durch die Substitutionen : 
1 


n Gleichungen erhält, deren jede nothwendig nur eine reelle Wurzel, die 
größser als 1 ist, haben kann und mufs. Hierdurch findet man, indem 
man die Entwickelung weiter fortsetzt, die z Werthe von x so nahe als 
man will. Sollten aber von den z Wurzeln der Gleichung (5.) z. B. 
n— m Wurzeln zwischen denselben Gränzen «, und @,—+1 enthalten sein, 


d.h. hat die Gleichung («.) eine Anzahl 2— n von Wurzeln, deren Werthe 


mit den Gliedern @a-+- — anfansen, so substituire man nur wie früher statt 
a fe) 


x, den Werth RD in (2.), Die dadurch entstehende Gleichung 

Pla) = 0 
muls nothwendig 2— n reelle positive Wurzeln haben, die grölser als 1 
sind. In der Regel werden diese Wurzeln getrennt sein, d. h. jede wird 
zwischen zwei besonderen Gränzen @, und @,—+1 liegen. Sollte dies aber 
nicht der Fall sein, vielmehr z—r Wurzeln zwischen denselben Gränzen 
@, und @,+ 1 enthalten sein, so dafs die Gleichung (@.) 2—r Wurzeln hat, 


> 
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deren Werthe mit 


; anfangen, so substituire man wieder in (c.) 
a, 
3 


statt x, den Werth +; um eine neue Gleichung 


(d) = 0 
zu bilden. Hierdurch mufs man zuletzt auf eine Gleichung kommen, in 
der alle Wurzeln getrennt sind, d. h. jede besonders zwischen zwei van- 
zen Zablen liegt, die nur um eine Einheit verschieden sind, da nach der 
ursprünglichen Voraussetzung die gleichen Wurzeln ausgeschiossen sind 
also die den verschiedenen Wurzeln entsprechenden Kettenbrüche notlh- 
wendig bei irgend einem Theilnenner anfangen müssen, von einander ver- 
schieden zu sein. Sobald aber die Wurzeln getrennt sind, so ist das Ver- 
fahren dasselbe, wie in dem Falle, wenn gleich von Anfang an nur eine 


Wurzel zwischen den Gränzen z und @-+-1 liest, welcher Fall schon er- 
örtert worden ist. 


88. 

Bildet man die Gleichung (2.), indem man unmittelbar in (a.) überall 
statt x den Werth a+z e.. substituirt, und verfährt man auf ähnliche Weise 
bei der Bildung der (e.), (d.) u.8s. w., so wird die Rechnung 
weitläufig.. Man kann aber auf eine bequemere Weise die Coefficienten 


der Gleichung (2.) aus der Gleichung («.), und eben so die Coeflicienten 
jeder der folgenden Gleichungen (e ), (d.) u, s. w. aus der unmittelbar vor- 
hergehenden finden. Bekanntlich ist 


2 


Substituirt man daher in der Gleichung fa.) 
= + A, +4. = 
statt x überall 80 hat man 
* 


+ 


1 


1 41 ) 
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Setzt man in dem letzteren Ausdrucke statt x überall «, so ist das Resul- 
tat dasselbe, als wenn man in der Gleichung («.) statt x überall er 
x, 


gesetzt hätte, man hat also 


Pfla) 1 0° f(a 1 pm 1 


m.Vam 
oder 


== OÖ, 


da ....m.da” 
Man erhält also die Goeffiecienten der Gleichung (2.), indem man die suc- 
cessiven Differenziale von f(x) nimmt, und dann statt x überall « substi- 
tuirt. Eben so erhält man die Coefficienten der Gleichung (c.), indem man 
die successiven Differenziale von /(x,) nimmt und dann statt x, überall 
co, substituirt u.s. w. Man bemerke noch aufserdem, dafs man die Gröfsen 


fd), nicht erst besonders zu berechnen 


braucht, sondern dals sie schon wegen der Gränzenbestimmung berechnet 
sein müssen. Denn indem man z. B. die Grünzen @a und @-+1 bestimmt, 
so mufs hierzu die Zeichenreihe [@] und also auch der Werth der Grölsen 
oO” f(a) 


ea” am—i 
bei Bestimmung der Zeichenreihen unter jedes Zeichen den Zahlenwerth 


der entsprechenden Function zu setzen, wie dies auch im Folgenden ge- 
schehen soll. 


u. 5. w. bestimmt werden. Man wird daher wohl thun, 


89. 
Um das Vorhergehende durch ein Beispiel zu erläutern, soll die 


Gleichung 
fe) —7x+7=0*) 
aufgelöst werden. Hier hat man 


Ferner 


— 


[-10] = 60.293 923 


66 4 13 


Lagrange Res. des &quat. num. chap. 4. 
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_++++ 
110] = 5 60.293.937 
Es ist also eine Wurzel zwischen —10 und —1 enthalten, zwei liegen 
zwischen 1 und 10. Man ziehe nun die Gränzen enger zusammen, so 


findet man 


= 524419 
t-tt 
[3] = 6 180 1 
eine Wurzel liegt also zwischen —3 und —4. 
Ferner findet man 


also liegen zwei Wurzeln zwischen 1 und ?. 
Um die Wurzel, die zwischen —3 und —4 liegt, weiter zu ent- 


1 
wickeln, setze man = —3— —, so erhält man die Gleichung 


6 
(— 220-2)’ —Z.— == 
oder 
In —1=0. 
Da x,>1 sein muls ($.87.), so braucht man nur die Zahlen, die 
größer als 1 sind, zur Gränzenbestimmung anzuwenden. Man hat 
0°F(x,) 
F(x,) 


60, —40, 
—6, 


also 


9 


10] = 6 20 109 1091 


181 


[30] = 65 140 1491 8729 


ji 
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Es liegt also eine Wurzel der Gleichung (2.) zwischen 20 und 30. Nun 
hat man: 


[21] = 
b 86 374 251 
also hiegt diese Wurzel zwischen 20 und 21. 


Setzt man x, = % +, so erhält man die neue Gleichung: 


- 


— 181214 39123 + + = 0, 


ISIz, + 3912, — —1 =0, 
woraus man wieder den Werth von x, bestimmen kann u. S. w. 


oder 


Um auch die Wurzeln, die zwischen 1 und 2 liegen, weiter zu ent- 
wickeln, setze man: 


erhält man: 


also 


= —Sx, +3. 
F (x) 6 
6 411 
1061 


es hiegt also eine W urzel zwischen 1 und 2, eine andere zwischen 7 und 
1 
d.h. ein Werth von x füngt mit 1+— der andere mit an. 


Die Wurzeln sind nun getrennt, und man kann jede besonders weiter ent- 


1 1 
wickeln, je nachdem =1 — oder =? setzt. 


2 


Im vorhergehenden Beispiel wurde stillschweigend angenommen, 
dals die zwei zwischen den Gränzen 1 und 2 angedeuteten Wurzeln reell 
sind, es hätte aber auch sein können, dafs der Verlust der zwei Zeichen- 


1 
| +32, +1=0, 
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wechsel auf zwei imaginäre Wurzeln gedeutet hätte, da das Theorem (1.) 
im Allgemeinen über die Natur der Wurzeln nicht entscheidet. Es bleibt 
daher noch die Frage übrig, wie man in jedem Falle über die Natur der 
Wurzeln Gewilsheit erlangen kann. Man nehme an, es seien zwischen den 
Gränzen und a-++1, Wurzeln der Gleichung: 
Se) = 0 

angedeutet, so kann über die Natur der Wurzeln nur dann Zweifel ent- 
stehen, wenn 2>1 ist. Wir wollen zuerst den einfachsten Fall betrach- 
ten, wenn 2=2 ist. Man verfahre eben so, als ob man die Gewilsheit 


hätte, dafs die Wurzeln reell sind und setze daher =«.+ m, wodurch 
man eine neue Gleichung: | 
= 0 

erhält. Sind die Wurzeln wirklich reell, so mufs die Gleichung (d.) zwei 
Wurzeln haben, die gröfser als die Einheit sind. Man bestimme daher die 
Gränzen dieser Wurzeln durch das Theorem (4.). Findet man wirklich 
zwei solche Wurzeln, die von einander getrennt sind, so weils man, 
dafs die Wurzeln der Gleichung («.) reell sind, hat aber (b.) nicht zwei 
Wurzeln, die grölser als 1 sind, so folgt daraus von selbst, dafs die Wur- 
zeln der Gleichung («.) imaginär sind. Es kann nur dann ein Zweifel 
über die Natur der Wurzeln bleiben, wenn die Wurzeln der Gleichung 


(.) wieder zwischen denselben ganzen Zahlen @, und a,—+1 liegen; als- 


1 
dann setze man: &,= 4,7, wodurch man eine neue Gleichung : 
2 


(e.) Pla) = 0 
erhält. Man suche alsdann wieder, ob die Gleichung (c.) zwei reelle posi- 
tive Wurzeln hat, die gröfser als 1 sind. Findet man wirklich zwei solche, 
die getrennt sind, so folgt hieraus wieder, dafs die Wurzeln der Gleichung 
(e.) reell sind; findet man dals die Gleichung (c.) keine zwei solche Wur- 
zeln hat, so sind die Wurzeln der Gleichung («.) sicher imaginär. Es kann 
aber auch wieder der Fall eintreten, dals zwei Wurzeln der Gleichung 
(c.) zwischen denselben Gränzen @, und @, +1 angedeutet werden, so dals 


ist. In diesem Falle setze x, — wodurch man eine neue 
Gleichung: | 


(d) = 0 
erhält, die man wieder wie die früheren behandelt. Auf diese Weise 
kommt man zuletzt an irgend eine Gleichung (g.), deren Wurzeln getrennt 


\ 
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sind, oder die bestimmt keine zwei Wurzeln hat, die gröfser als 1 siud; 
sobald man an eine solche Gleichung gekommen ist, ist auch die Frage 
über die Natur der Wurzeln gelöst. Dals man aber nothwendig an eine 
solche Gleichung kommen mufs, ist einleuchtend. Denn in keinem Falle 
können die Gleichungen (a), (b.), (e.), (d.) u.s. w. ins Unendliche fort, 
so beschaflen sein, dafs immer die zwei Wurzeln derselben, zwischen den- 
selben zwei ganzen positiven Zahlen, die nur um eine Einheit verschieden 
sind, liegen, weil sonst diese Wurzeln irrational und gleich wären; gleiche 
Wurzeln können aber, nach der Voraussetzung, nicht vorhanden sein. 
ks müssen also in jedem Falle die Wurzeln einer der abgeleiteten Glei- 
chungen so beschaffen sein, dafs sie nicht zwischen denselben Grünzen 
und 7 +1 liegen, sondern dafs sie entweder zwischen verschiedenen Grän- 
zen B und liegen (wo «, ß ganze positive Zahlen 
sind), oder, dals nicht beide Wurzeln gröfser als 1 sind. In der Regel 
wird die Ableitung einiger Gleichungen hinreichen, um über die Natur der 
Wurzeln zu entscheiden. Zuweilen wird man viele Gleichungen ableiten 
ınüssen, namentlich wenn die ersten Theilnenner in den Werthen der 
zwei reellen Wurzeln auf eine grolse Weite hin einander gleich sind, im- 
mer aber führt das angegebene Verfahren sicher zum Zweck. 
91, 
E- sei z, B. die Gleichung 
segeben. Hier ist 


— — 722’ — 46, 
Wai—sbor —144 2 +1%, 

Cx 

-1Wr—172, 


120, 


Bestimmt man die Gränzen der Wurzeln vermittelst des Theorems 
(-4.), so findet man, eine Wurzel zwischen —10 und — 1, eine zwi- 


„Analyse des dquat. pag. 145. 


= 
© 


12. Stern, Theorie der Nettenbrücke, 165 


schen —1 und O und eine zwischen 3 und 10 liegt. Zwei \h urzela wer- 
den zwischen 2 und 3 angedeutet; man hat nemlich: 


12] = 130 168 48 82 30 21 


3] = 120.288 180 26.43 32 


Um zu entscheiden, ob diese zwei Wurzeln reell oder imaginär sind, setze man: 
1 
xx = 


so findet man; 
5 48 , 168 120 
oder 
also hat man: 


— — 10x + 13x + 16x, — 7, 


= 4200) — 3608 +16, 
— 1%0x° — 70x, + 246, 
o*’F(x,) 

25202, + 720, 

F(x,) 


- 
2520, 


=++++++ 
Die Gleichung Z'(x,)—=0 hat also keine Wurzel, die grölser als 1 ist, folg- 
lich müssen die zwei Wurzeln der Gleichung f(x) = 0 imaginär sein. 


92. 

Die Betrachtung des allgemeinen Falls, wenn zwischen den Grän- 
zen a und @a-+1, rn Wurzeln angedeutet werden, hat nun weiter keine 
Schwierigkeit. Man bilde die Gleichung: 

indem man statt x den Werth a+ + substituirt. Im Allgemeinen wird 


und 


man nun finden, dafs (5.) n—?r (wo r auch gleich Null sein kann) Wur- 

zeln zwischen den Gränzen 1 und © haben kann, also hat («.) ?r ima- 

ginäre Wurzeln. Von den Wurzeln werden getrennt 
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sein (wo £ auch = 0 sein kann), £ werden zwischen denselben Gränzen 
a, und @a,—+1 enthalten sein. Um über die Natur dieser + Wurzeln Ge- 


wifsheit zu erhalten, setze man x, = + und bilde die Gleichung: 


Fa)= 0. 
Hat (c.) # Wurzeln, die zwischen 1 und liegen, und getrennt sind, so 
sind die fraglichen zZ Wurzeln reell, hat (c.) keine solche Wurzel, so sind 
die £ Wurzeln imaginär. Sollten aber einige der Wurzeln der Gleichung 
(c.) wieder nicht getrennt sein, so bilde man eine neue Gleichung: 


(.) =0, 
und indem man so fortfährt, kommt man nothwendig zuletzt dahin, die 
Natur aller Wurzeln mit Sicherheit zu erfahren. Es sei z.B. die Gleichung: 
— Ya’ —1= 0%) 
gegeben. Man hat also: 


Ar Een 
+2, 


= Wet —4, 


. 

108 +24, 

__ 

und 

120 96 421810 6 
120246 4 21 
+ + ++++ 


| 1] = 120.144 90 3410 2 
Hier werden zwei Wurzeln zwischen —1 und 0, und drei zwischen O und 
1 angedeutet. Um zuerst die Natur der zwischen —1 und 0 enthaltenen 


Wurzeln zu untersuchen, setze man: 


1 
x 


*) Analyse des quat. pag. 145. 


= 
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| so erhält man: 
| 5 24 
| oder 
= 
also 
0° F(x,) 3 ‘ 2 ‘ 
= 205, +22, +2, 
0? F(x,) 
— 120, 
ex, 
Hier ist 
U=++++++ 
| folglich sind die zwei zwischen — 1 und O liegenden Wurzeln imaginär. 


Von den drei Wurzeln, die zwischen 0 und I liegen, ist in jedem 
Falle eine reelle Um die Natur der beiden anderen zu erfahren, setze 


man e=0+2 ‚ so erhält man die Gleichung 


also 

F(#.) m — + —l, 

) 3 ‘ 
0° F(x,) 

„ie; 19 

60.2? —48r, +12, 
—4S, 


F(x,) 
und man findet 


— 120, 


=, 
107224602 
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Die Zeichenreihe [1] ist unvollständig, und kann also nicht unmittelbar 
mit einer anderen Zeichenreihe verglichen werden, man mufs daher die 
Zeichenreihe [140.1] suchen ($. 82.). Es ist 


=++++++ 


Es liegt also zwischen 1 und © nur eine Wurzel der Gleichung (2.), folg- 
lich müssen zwei der drei Wurzeln, die zwischen 0 und 1 liegen, imagi- 
nür sein, d. h. die Gleichung («.) hat nur eine reelle Wurzel, und diese 
liegt zwischen O0 und 1. 


ferner 


(Die Fortsetzung folgt.) 


13 
-} 
; 
N 
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13. 
Note sur les diflerentielles partielles de la lonction 


x 
y?' 
(Par Mr. R. Lobatto ü la Haye.) 


Mr. ıe professeur Grunert s’etaut occup® du m&me objet dans le 
8. volume de ce journal (pag. 146.), je me propose d’indiquer ici une 
voie tout a fait differente pour parvenir aux resultats interessans obtenns 
par ce geometre. La methode de dill@rentiation que je vais exposer etant 
fondde sur le d@veloppement d’une fonction au moyen du theor&me, pour- 
rait peut s’appliquer avec succes d’autres recherches de m&me genre. 

En considerant d’abord la quantitd Y comme la seule variable, nous 
designerons Ja fonction donnee par z,, et son coeffieient diff@rentiel de 
lordre z, par ©”.z,. Supposons maintenant que la variable y recoive 


laccroissement fini on aura en vertu du 
7 — Ö’z 


Soit pour abreger y=usin® et ucos®, done tang =, la fonc- 


tion z, se reduira a —— et celle 


Dans un m@moire publi@ en 1827 sous le titre de Recherches sur 
la sommation de guelgues series trigonometrigues, jai fait voir «que la 


asinz 


fonetion 1+a?+2acosx 
asinz — a’sin?x + a’sindx — a*sin4x etc. 
dont la loi est assez &vidente. 
Or, en y changeant x en I0’—P et «en —, il viendra apres 
avoir divise par 


represente la valeur de la sÖrie infinie 


+2kusinp-+-k? u* 
Les deux developpemens (4.), (B.) devant ötre Kalten quelque 
soit la valeur de l’accroissement il en resultera necessairement d’apres 


la tlıöorie des coefhciens indetermindes: 


f 
‚+ etc. 
y 
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cosp 
u ’ 
__sin2g 
u* > 
) u3 


et en general 


u” 2 


= (1.2.3... 


„rl 

Considerons it prösent x comme la seule variable, et designons la 
lonction donnde par Supposons que x recoive l’accroissement 7, il 
viendra @galement 


ucosp--h 
u? 


reprösente la valeur de la serie infinie 


La fonction 3.4, se reduit A 


alcosc--a) 

0052 — a? cos?x + a’ cos3xr — etc. 

(voyez mon susdit Memoire pag. 2.) il viendra, en y changeant x en ® 


Or, puisque la 


foncetion 


et zen —, 
u 


d’ou Fon d@duit par la comparaison des termes generaux des deux deve- 


etc. 


loppemens 


Les resultats (1.), (2.) s’accordent parfaitement avec ceux trouves 
par Mr. le professeur Grunert, en y remplacant u par Y(x’+y’). Cet 
estimable geometre en a fait un heureux usage pour parvenir d’une ma- 
nicre plus &l@mentaire qu'il n’a fait jusqu’ici, aux valeurs des integra- 
les definies 

“ x m 
« 0 


Je me permettrai d’observer que les valeurs de / e”"sinnzdxz et 


« 


cosn2xdx s’obtiennent facilement sans ayoir recours Vintegration 


| ? 
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par parties. En effet, en &erivant au lieu de cos2x son expression en 


quantites exponentielles: 
1 pP ı 
Ja seconde de ces integrales prendra la forme de 
1 
Or puisqu’en general /. il est Evident que Tiutegrale dont 


il sagit se r&duit immediatement ü 


lIm—ny—l m+ny—1 m?-+-n? 
De en mettant pour sinz2x sa valeur exponentielle 


1 


il resultera pour V e”*sinnx dx la valeur: 


| 1 1 | n 
2y_Ilm—ny—t 
En permutant les lettres za, les deux int@grales prec#dentes don- 
nent en outre les @quations: 


Fi e""cosmxdx = / e”*sinnxdx, 


0 


»00 
e”"sinmx dx =/ e”*cosnxdx, 


o 


et sı Von change z en —, il viendra encore 


e""cosmxdx +/ = 0, 
« 


o 


oo 
e"snmaxdx — /. e”*cosnxdx 
o 


Les integrales: 


an 
e”*cosnxdx 


m 

m?--n?? 
x n 

o m -n‘ 


etant multiplices par dr et ensuite par rapport donnent 
immediatement: 


arc (tang = 
8” 


dx 
e"* sin — 


o 


dx n? 
e — zu — 310g (1 +7). 


Dans I’hypothese de m =0 ces integrales se changent en celles ei: 


dx » dx 
o 2 x 


| 
— 
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x 
x’+y?' 
Je terminerai cette note en faisant observer que Vintegrale definie 


dp 
dont Mr. Grunert s’est @galement occupe A lendroit eite, peut s’obtenir 
encore par une consideration geometrique plus simple. En effet en de- 
signant par z le rayon vecteur partant du centre de lellipse, l’equation 
polaire de cette courbe sera @videmment 

ab 

Vla? sin®p-+ b* cos? p) 

et lintegrale /: representera l’aire d’un secteur quelconque de lei- 
lipse. Or cette int@grale @tant prise entre les limits 0, don- 
nera la moitie de laire de l’ellipse, done 


se 272 


d’ou lon tire 


dg 
ab?’ 
ainsi qu'il a trouve par Mr. Grunert. 

Haye, Fevr. 1833. 


= 
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14. 


Aufstufungen der einfachen Functionen. 


(Fortsetzung des Aufsatzes No, 6. im vorigen Hefte.) 


(Von dem Herrn Prof. Oettinger zu Heidelberg.) 


B. Darstellung der negativen Aufstufungen der einfachen 
Functionen. | 


$. 13. 

Die negativen Aufstufungen der Potenzialgröfsen. 
Der Gang der Untersuchung führt nun auf die Darstellung der negativen 
Aufstufungen der einfachen Functionen. Wir beginnen mit denen der Po- 
tenzialfunctionen. Wir gehen hier von der früher gewählten Bezeichnung 
der Potenzialfunctionen in so weit ab, dals wir y? statt x” setzen, und y als 
eine Function von x annehmen, die Zunahme aber wie früher durch a.« 
bezeichnen. Hierzu sind wir durch später nöthig werdende Substitutioneu 


veranlalst. Nach diesen Bemerkungen geht die Gleichung (39.) in fol- 
gende über: 


Um nun die erste negative Aufstufung zu gewinnen, vervielfachen wir diese 
Gleichung mit (”'. Dadurch entsteht, wenn wir berücksichtigen, dal 
it: 


Wird durch 2 gemessen und Ö’y? auf eine Seite gebracht, so geht fol- 
sende Darstellung hieraus hervor: 


Alle Glieder mit Ausnahme eines einzigen sind mit ©’ verbunden. Diese 


Gleichung setzt uns daher in Stand, alle die mit C! verbundenen Aus- 
drücke durch Behandlung nach der vorstehenden Gleichung allmählig aus ihr 


23 


'relle's Jommal d. M. Bd. XI. Hit. 2, 


on\? 
1.2 2, 3 (ar) 


| 
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auszustofsen und so endlich eine Reihe zu gewinnen, worin nur die Function 
y und Ax erscheint, und wodurch also die vorgelegte Aufgabe gelöst ist. 
Wir bezeichnen zu dem Ende die vorliegende Gleichung auf fol- 
gende Art: 
worin A,==4, = 4, 
Entwickeln wir nun den zweiten Ausdruck A, say?” nach (77.) 
selbst, so haben wir = statt p zu setzen, und alle hieraus hervorgehen- 


den Glieder mit — AI -Ax zu vervielfachen, und wir erhalten: 
Die Einführung dieses = erthes in (77.) erzeugt folgende Darstellung: 


1.2.3 
1 1)(p-? 
44,4, +44 


Hier erscheinen zwei von C”' befreite Ausdrücke. Von da an, wo die 
Reihe als eine Doppelreihe erscheint, stimmen die Gebilde der Glieder 
bis auf die Nenner der Facultäten von p überein. Werden diese unterein- 
u ander in Übereinstimmung gebracht, so erhalten wir folgende Darstellung: 


‚p- (p-1) p2 2 (p-A)(p-2) >, 
+2A,A, +13 


Bezeichnet man die Vorzahlen in dieser Doppelreihe durch P,, B,, B,, ...., 
so gewinnt man folgende Darstellung: 


(an)! 


wo 
2.3 2.3.4 
B= —Jd,+24A, D=— 15 —A + 753414; 


u.s. w. ist. Entwickelt man nun auch den dritten Ausdruck in dieser 


> 
< 
>» 
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Darstellung B, 2 nach der Gleichung (77.) dadurch;, 


dafs man Ägagi u p setzt, und alle hiedurch gewonnenen Glieder mit 


B, Den a)’ vervielfacht, so wird 


R zn, —= A,B „p2 (am)? p(p-1) (p- 


- 


Wird dieser \Verth in (78.) ı so entsteht 


B,; 


p(p—1) 
B, 1.2 


In dieser Reihe erscheinen drei Glieder von &' befreit. Bringt man der 


bequemeren Darstellung wegen in die Gebilde der spätern Glieder Harmo- 
nie, so erhält man hierdurch folgende 


| 
3.4 B; 1.2.3.4 ” F (aa 


3ezeichnet man nun die Vorzahlen der Doppel-Reihe durch €,, 
so hat man für sie folgende Gleichungen: 


BA, 


3.4 
1.2 


"SB, 


BA, 


23* 


1 

| 
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vereinigt man die Doppel-lteihe in eine, und behandelt in ihr den Ausdruck 


(pP —3) 


mung in die Nenner der Facultäten, so gewinnt man hieraus leicht fol» 
gende geordnete Darstellung: 


y’”(ax)' mach der Gleichung (77.), bringt Übereinstim- 


1.2.3 
4 C, 
— 40,4, 


Die Bedingungs -Gleichungen für die Vorzahlen sind: 


G—- 
4.5 

D, 


4.5.6 


Man erkennt aus dem Bisherigen, dals die allmählige Ausstoßung des Zei- 
chens ©' aus den nachfolgenden Gliedern einen festen Gang gewinnt, und 
dals allen weiteren Substitutionen das nämliche Ableitungsgesetz zu Grunde 
liest. Diese Bemerkung wird den mühsamen Calcul abkürzen. Die Gestalt, 
unter welcher die zu suchende Reihe erscheinen wird, läfst sich am besten 
durch folgende Darstellung verdeutlichen: 


In dieser Darstellung erscheinen die Buchstaben 4, B,, 0, D,, E,.. 
durch Q,, Q:, Q;, Q, dargestellt, es ist also: 


2 
| 
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Die Bedingungs-Gleichungen für die Vorzalilen aber sind in folgender Zu- 


sammenstellung enthalten: 
A=3, Ah=3, .... 


B=—4,+244, B=— +44, B=—A+2 44, 
G= B—4B4, G= B—5BA, G= 
D= 6-64, D= 6-04, D= 
D—iD4, B= D—15D4, 


Aus diesen Gleichungen ergiebt sich nun der Werth der bis jetzt noch 
unbekannten Coefficienten. Mit ihrer Werthbestimmung wird die vorlie- 
sende Reihe, die bis jetzt nur formell war, Bedeutung erhalten. 


Aus (80.) haben wir nun unmittelbar: 


A= 25 

=A= 23 
Q=Bb=— »+2:.A,Qı5 


Nun ist B, = Q, und nach (80.) —4+ 5A. A=—4,+75 
also durch Substitution: 
23 3 
Auf gleiche Weise läfst sich Q, durch Q,, Q;, Q; mittelst Substitution aus 
(80.) darstellen. Es ist 


3.4 3.4 

= B,— 75 Pı 4 B; 1 ; 9, 
2.3.4 

B; =—443 A, = 133 

also 

2.3.4 3.4 + 

== — A, 0ı 4; 13 1 


Eben so erhalten wir 


2.3.4.5 3.49, 45 


Das Bildungsgesetz läfst sich leicht hieraus erkennen. Es ist im Allgemeinen: 


2 
| 

.. 

.. 

.. 
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1 D) Ay — T A, . 


Die gewonnene Bildungsweise kündigt sich als eine zurücklaufende an, und 
die Darstellung der Vorzahl des (2--1)'” Gliedes verlangt die aller vor- 
hergehenden Glieder. Um die Zahlenwerthe der Coefficienten zu bestim- 
men, ist zu berücksichtigen, dals die sämmtlichen Q,, Q;, Q;, .... mit 
4,=}% vervielfacht sind. Es ist demnach 


A; 


die Vorzahl des dritten Gliedes ist: 
AN: = = 0, 
die Vorzahl des vierten ist: 
4,09; = = 
die Vorzahl des fünften Gliedes ist: 
A,Q, = = 0, 
u.s. w. Die weitere Fortsetzung dieser Bine zeist, dals die Vor- 
zahlen der Glieder, welche mit den geraden Potenzen von 4x verbunden 
sind, verschwinden. Hieraus ergiebt sich folgende Darstellung für die 
erste negative Aufstufung der Potenziallunction y’: 


m. Zyrtax 


Das Bildungsgesetz dieser Reihe für die Potenzen von Y und ax, und die 


3: 
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Facultäten von p mr sich leicht. Die Vorzahlen 

bilden eine Reihe, die ne convergirt, dann divergirt. Die Reihe selbst 
ist ihrer Form nach unendlich. Sie bricht ab, wenn eine Facultät von » 
in 0 übergeht. | 

Die zweite negative Aufstufung wird gewonnen, wenn (82.) mit (' 
vervielfacht und jedes Glied auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens 
nach (82.) selbst in eine Reihe entwickelt wird. Es ist vorerst: 


Die Entwickelung der BEER Glieder Führt zu folgenden Darstellungen : 


+35 Er 2.3 


u. 85. w. Werden die entwickelten Darstellungen auf der rechten Seite des 
Gleichheitszeichens nach den steigenden Potenzen von ax geordnet und 
zusammengezählt, so vereinigen sie sich zu folgender Reihe für die Dar- 
stellung der zweiten negativen Aufstufung : 


1 —1 


1 
1 
4 


Tr 
17 —h6 

31 


31 —1 


Die dritte negative Aufstufung wird aus der zweiten eben so abgeleitet, 
wie die zweite aus der ersten. Werden daher die Glieder der Gleichung 


.». 
) p—5 3 
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(83.) eben so nach (82.) entwickelt, dann zusammen gezählt, so führen 
sie zu folgender Darstellung: 


W 
Die hier gewonnenen Reihen gelten zwar nur vorerst von dem Falle, 
wenn p eine ganze positive Zahl bedeutet. Sie gelten jedoch auch, wenn 
p eine gebrochene positive oder negative Zahl ist, denn diese Beschriin- 
kung ist nicht in der Natur der Sache gegründet, wie man sich leicht über- 
zeugen kann, wenn man die Gleichung 
1 1 
welche die erste Aufstufung von y”” ist, entwickelt, und dann das gege- 
bene Verfahren auf den en Fall anwendet. Es entsteht dann: 
1 
17 
1.3....9 


u. 
14. 


Darstellung der negativen Aufstufungen der Exponentialgröfsen. 
Wir haben $.9. gesehen, dafs die Facultüten zu keinen einfachen 


Darstellungen der positiven Aufstufungen führen, daher werden sie auch 
keine für die negativen gewähren. Sie müssen daher nöthigenfalls auf 


| 3 
9 2....(p—4 
17 
8 
91 p....(p—6 
22 
| 
93 
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die Potenzialgröfßsen zurückgeführt werden. Desto einfachere Darstellun- 
gen werden die Exponentialgröfsen erzeugen. 
Um die negativen Aufstufungen zu gewinnen, gehen wir von der 
Gleichung (55.), indem wir y statt x setzen, aus. Es ist 
ca = (l+a°*)a, 
Vervielfachen wir mit £', so erhalten wir: 


a hieraus also durch Messen und Umstellen: 


86. a = 


Durch Vervielfachen dieser Gleichung mit £' gewinnen wir die zweite 
negative Aufstufung: 
1 1 aY 


1 


eben so aus dieser die dritte: 

Die weiteren Ableitungen unterliegen demselben Bildungsgesetz, Es ist 
also allgemein: | 


87. 


Um die negativen Aufstufungen der Function — zu erhalten, gehen wir von 


der Gleichung (59.) $. 11. aus, wonach, wenn y=x uud m =1 gesetzt 
wird, ist: 


av ad“ a) 

Das Veryielfachen mit erzeugt 
ar ? 


also 
1 _ 1 


88. S 
Wiederholt man das Geschäft der ersten negativen Aufstufungen an dieser 


Gleichung, so pr 
adx 1 aAx 


= aY — Tre 1-+.a°* ar 


Eben so erhalten wir: 


adx 
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und allgemein, da der Entwicklungsgang unverändert bleibt: 
1 


$. 15. 
Darstellung der negativen Aufstufungen des Sinus. 
Wir gehen, um die negativen Aufstufungen für siny zu gewinnen, 
von der positiven Aufstufung des Sinus $. 11. No. 23. aus, und setzen dort 
y statt x, dann wird: 


Ax Ax 
= 2sin(y+ 
Diese Gleichung vervielfachen wir mit (!. Dadurch entsteht 
siny = (y+ 


oder Ar siny 


Wird hierin PER statt y gesetzt, so führt dies zu der gesuchten Dar- 


stellung: ( =) 
0. 
2 


Diese Gleichung enthält folgende Vorschrift: Die erste negative Aul- 
stufung des Sinus wird gefunden, wenn die veränderliche 
Gröfse y um die halbe Zunahme verkleinert, und der Sinus 
der so verkleinerten Function durch den doppelten Cosinus 
der halben Zunahme gemessen wird. 

Von der ersten negativen Aufstufung gehen wir nach dieser Vor- 
schrift auf die zweite über. Es ist also 


A 
2 c08 2c0s— 2cos— 


2 2 2 
_ sin (y—&Ax) 
(cos 
Wird hievor die Aufstufung genommen, so erhalten wir folgende Darstellung: 


3 


’siny= 


"z 
N 
o 
=. 
| 
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Man erkennt aus den vorstehenden Fällen das allgemeine Gesetz. Es ist 


sin 
91. Crsiny= — 


Gehen wir bei diesen Ableitungen der negativen Aufstufungen von der 
Gleichung (66.) aus, die auf einer andern Anordnung beruht, so erhalten 
wir zwar dieselben Resultate, jedoch abwechselnde Zeichen, und es ist 


. As 
"siny = 

2005 


sin(y—Ar) 


2 
und allgemein: sin ( 
93, = (—)” 


$. 16. 


Darstellung der negativen Aufstufungen des Cosinus, 
Um die negativen Aufstufungen der Cosinus- Functionen zu gewinnen, 
sehen wir von der ersten positiven Aufstufung für dieselbe $. 12. No. 70. 
aus, und setzen y statt x. Dadurch wird: 


Wird mit 2"! vervielfacht, so geht hervor: 


cosy = c08 (+7), 


oder 
AX\ __ 
94. == 
2 
Wird hierin Y-z statt y gesetzt, so ergiebt sich: 
cos ( 
94, C08Y . 


Im cos | 
| 2 cos — 
2 
24 * 
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Diese Grundgleichung giebt folgendes Ableitungsgesetz: Die negative 
Aufstufung der Cosinus-Function wird gewonnen, wenn man 
| die veränderliche Grölse um die halbe Zunahme vermindert 
u (die so verminderte Gosinus-Function durch den doppelten 


Cosinus der halben Zunahme theilt). 
Wird (94.) mit (' vervielfacht, so entsteht: 
1 1  cos(y—Ax) _ cos(y—Ax) 


Eben so gewinnt man: 


= - 008 Ar) = 
Ä 2°: \cos cos — 


und hieraus allgemein: 


i Legen wir die Gleichung (73.) $.12. zu Grunde, so erhalten wir eine an- 
= dere Anordnung und abwechselnde Zeichen, und es wird: 


/ ( 
cos\y— 

cos(x — Ax 
22 (cos) 


Hieraus endlich allgemein: 


") 


97. = (—) 


3 AX 
| cos — 
| 
cos | —— 
7 z—m 5 

rm 
| 2” 

) 
mÄT 
| cos |\y— | 
Im ( =) 
| 2 
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II. Darstellung der Aufstufungen der einfachen Functionen 
durch Differenziale. 


A. Darstellung der positiven Aufstufungen der einfachen 
Functionen. 


17. 


Formelle Darstellung der Aufstufungen der einfachen Functionen. 
Der Taylorsche Lehrsatz stellt eine veränderliche Function durch eine 
Reihe dar, deren Glieder nach den Potenzen der Zunahme und den Dif- 
ferenzialen der Function geordnet sind. Diese Reihe ist bekanntlich 
Ax.0X Ar)3.0?X 

wenn A, =f(=+ 4x) ist, oder wenn X die Grundfunction von fx, und 
ax ihre Zunahme ist. Berücksichtigen wir, dafs die Zahl, deren Loga- 
rithme die Einheit, eine ähnliche Reihe erzeugt: 


z z? 
so können wir die Reihe (98.) nach dieser Gleichung, wenn die Function 


X allenthalben ausgeschieden und = 3 gesetzt wird, so vorstellen : 
Ax 
= 
Die erste Aufstufung einer Function wird nach (38.) durch folgende Glei- 
chung gefunden: 


0. 


oder, wenn man die entwickelte Reihe einführt: 


Mittelst der Gleichung (99.) lassen sich die höhern Aufstufungen der Func- 
tionen sehr leicht durch Differenziale ableiten. Nimmt man nemlich die 
Aufstufung von der ersten Aufstufung, so ist 


Ax 
Nun ist nach (99.) CX= (1 te x) X, also hat man durch Einführung die- 
ses Werthes: 


| 
= (146%) ex. 
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Auf gleiche Weise gewinnt man die dritte Aufstufung, und es ist 


x? x? x 
Hieraus ergiebt sich allgemein: Ax, m 


101. ?X—= (1+.%) 
oder auch 
AXC Arc)? m 
$. 18. 

Entwickelte Darstellung der Aufstufungen der einfachen Functionen durch Differenziale. 

Die entwickelte Darstellung der Aufstufungen durch Differenziale 
beruht auf der Gleichung (100.) des vorhergehenden $. Wir vervielfachen 
diese Gleichung mit (, wodurch entsteht: 


(Ax)?. 0? (Ax)?. 0? 


Wir haben daher ÖX nach (100.) zu entwickeln, und die hieraus entste- 
hende Reihe mit den verschiedenen Coeffhicienten zu verbinden, und dann 
simmtliche Entwickelungen zusammenzuzählen. Die Ausführung dieser 
Geschäfte führt zu folgender Darstellung: 


ax (Ax)? 0?X X 
2 (8 Au 


| X (An)? X 
1 "dx 1.1 °(0x)? + 1.2.1.(0x)? 
(Ax)2 02 X (Ax)?.03 X 
1272.09» 
(Ax)3OX 
Die Glieder dieser entwickelten Reihen stimmen vollkommen überein, wenn 
man sie ir vertikaler Richtung zusammenstellt, und sind nur in den Nen- 
nern der Facultäten, wie die Darstellung des $.7. verschieden. Bringen 
wir auch hier, wie dort, Übereinstimmung in diese Facultäten, so ziehen 
wir hieraus folgende Darstellung: 


1.2.02 | 
2 
+2 +7 
+2 + 


+ 
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An den Vorzahlen der hier gefundenen Reihe, die wir A,, Ary Ayy «+» 
nennen wollen, entdeckt sich folgendes Bildungsgesetz: 


4, =21+2.1 
2 2.1 
3 = 21+7 +7? 
3 3.2 3.21 
4. = 5 
n(n—1) n(n—1)(n— 2) 


| 


Au= 2.147 + +... +7+2 


Setzen wir nun statt der gefundenen Zahlen die Coeflieienten A,, A, 4, 
Ay .0.., vervielfachen dann die hierdurch entstandene Reihe mit (, 


so entsteht: 

Wird statt [X die Reihe (100.) mit jedem Gliede der vorstehenden Glei- 
chung verbunden, so ergiebt sich folgende Darstellung: 
A,(ax)?0°?X A,(ax)? 

1.2.(02)° + 723.00) 
(Ax)? 03 X 
1.2.1.(0x)° 


4 


1.1.(0.x)? 
(4x)29?X (Ar)? 


Die Glieder der Vertikal-Reihen geben eine gleiche Bildungsweise zu er- 
kennen, von der sich nur die Nenner der Facultäten ausschliefsen. Bringt 
man diese in Übereinstimmung, so wird: 


2A; IA; 34, 
3.2 
24, 54 
3.2.1 
133° #: 


Werden die Vorzablen dieser Reihe B,, B,, B;, .... genannt, so ent- 


deckt sich hieran folgendes gemeinschaftliche Gesetz: 
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B, 2A. 
B; —= A, + 


=At?4+ 
103. 3 3.2 3.2.1 


Dieses Bildungsgesetz ist zurücklaufend. Denn um die Vorzahlen irgend 
eines Gliedes einer spätern Aufstufung zu gewinnen, muls man die Vorzah- 
len der vorhergehenden Aufstufung kennen. 

Ob nun gleich die aufgefundene Bildungsweise für B,,, vorerst nur 
für die Ableitung der dritten Aufstufung aus der zweiten gilt, so ist sie 
doch allgemein, wenn berücksichtigt wird, dafs die Glieder der nachfol- 
genden Aufstufung aus den Vorzahlen B,, B,, B,, .... gerade auf die 
nämliche Weise gebildet werden. Wir sind daher der besonderen Dar- 
stellung für spätere Aufstufungen enthoben. Die wirkliche Berechnung der 
nöthigen Vorzahlen führt zu folgender Zusammenstellung : 


104. 


Vergleichen wir diese Entwickelungen mit denen von (45.) $. 7., so er- 
kennen wir leicht die Übereinstimmung, die zwischen den Vorzahlen der 
einzelnen Entwickelungen herrscht. 


$. 19. 

Macht man von der ersten Gleichung von (104.) eine Anwendung 
auf die Wiukelfunctionen sinx und cosx, so wird X = sinxz und X = cosx. 
Man hat daher die verschiedenen Differenziale des Sinus und Cosinus nö- 
thig. Die Differenziale von sin» sind: 


@ 
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osinz = cosrdr, Ösine —sinr(dr), sinx = —cosx(öx)), 
= 

die Differenziale von cosx sind: 

= — sinxdx, = —cosı(ör), = sinz(dr)), 
= 

Führt man diese Werthe ein, so entsteht für die Darstellung der ersten 

Aufstufungen von sinx durch eine Reihe: 


für die der ersten Aufstufung von cosx u eine Reihe: 


Ax Ax 
— 


Beide Reihen sind unendlich, da die Differenziale auf einer unendlichen Dar- 
stellung beruhen. Berücksichtigt man, dafs ferner nach der Gleichung (38.): 


und = cosx -+cos(c+ 
so ergeben sich aus (105.) und (106.) auch folgende Gleichungen: 
(A)? 


+ sin(c 44x) = ?2sınz — — — 757 

+ +4r)= 20087 — — + 755 +... 


und hieraus folgt: 


A A 3 A \3 


(A ac)? 
107. cos(e-+ıx) = 2 — — 008 


Hierin kann x und Ax jeden Werth bedeuten. Wird z=0 und ae=y 
gesetzt, so ist zu berücksichtigen, und cos" =1 wird, und 
hieraus folgen die bekannten Gleichungen: 


y? 
108. 1.2345 13. 


y? 
Pe, 
Die Gleichungen (104.) lassen sich noch zu andern Entwickelungen be- 


nutzen. 
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B. Darstellung der negativen Aufstufungen der einfachen 
Functionen. 


$. 20. 


Formelle Darstellung der negativen Aufstufungen der einfachen Functionen. 
Die Gleichung (99.) $. 17. führt sehr leicht auf die Darstellung der 
negativen Aufstufungen einfacher Functionen. Vervielfacht man nemlich 


mit so entsteht: 


also hieraus: 


X 
10, 
14 e%x 
Wird hiervon die zweite Aufstufung genommen, so wird 


Eben so wird gewonnen: 


x 
3? 
und allgemein: 
(14%) 
oder x 


$. 21. 


Entwickelte Darstellung der negativen Aufstufungen der einfachen Functionen, 
Aus der Reihe (100.) leitet sich durch Vervielfachen mit (-' und 
Umstellung leicht folgende Reihe ab: 


1 (Ax)3.0? 


. worin alle Glieder mit Ausnahme des ersten mit X verbunden sind. 
Bezeichnen wir die Vorzahlen dieser Reihe, obwohl sie sämmtlich = 3 


sind, durch A,, +, So ergiebt sich hieraus 


Behandeln wir allmählig die mit &”' verbundenen Glieder nach der Glei- 


| (1 + 
| 
-_ 
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chung (113.), und führen wir die hieraus hervorgehenden Entwickelun- 
gen in die Gleichung (113.) ein, so wird sich allmählig das Zeichen Z”' 
von allen Gliedern wegbringen lassen, und die vorgelegte Aufgabe wird gelöst 
sein. Die Entwickelung des ersten Gliedes führt zu folgender Darstellung: 


IX —4,A, —— A, 13. $ 


Die Einführung dieser RA in (115.) erzeugt: 


Ar.OX (Ax)2.0?X (Ax)?0? 


(Ax)?.0?X 24 


Bringt man in den Gliedern der Doppelreihe die Facultäten der Nenner 
in Übereinstimmung, so zieht man hieraus: 


2.3 
+24 + 1.2 d ı 
Nennt man die Glieder dieser Reihe, von da an, wo die Doppelreihe be- 


ginnt, D,, B,, B,, ...., so erkennt man leicht folgendes Gesetz für die 
Bedingungsgleichungen : 


2.3 2.3.4 
BD, = — A424, B, = —A— D = —A— 153%: 
Entwickelt man nun in der vereinigten Reihe den Ausdruck D, mr 5 7 25: 


nach der Gleichung (113.), führt die gewonnene Entwickelung ein, bringt 
die Facultäten der Nenner in Übereinstimmung, so erhält man hieraus fol- 
gende Darstellung: 


2.(dx)? 


| 

1.2.3.(0.x)° 
3 


1.2.3.4.(0.x)* 


3.4 


Nennt man die Vorzahlen dieser Reihe von da an, wo die Doppelreihe 
beginnt, C,, O5, C;, so unterliegen diese Vorzahlen folgendem 
Ableitungsgesetze: 


25 * 


0008 
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3.4.5 


3 

0,=B— 133 Pı A;, 
3.4 3.4.5.6 

= B— T5Bı4:; B, — 1333 Pı 4» 


Die angegebene Entwickelungsmethode behält ihren bestimmten Gang. 
Man erkennt leicht, dafs sie mit der des $.13., die für Potenzialgröfsen 
gilt, zusammenfällt. Es wäre daher überflüssig, die Untersuchung für die 
Auffindung der gesuchten Vorzahlen weiter verfolgen zu wollen. Das 
Bildungsgesetz der Gleichung (81.) gilt auch hier; und daher haben wir 
die dort gefundenen Zahlenwerthe in unsere Gleichung überzutragen. 

Die entwickelte Darstellung der ersten negativen Aufstufung einer 
einfachen Function durch Differenziale liegt daher in folgender Gleichung: 
X 1 1 (4x)3.0?X 

1 
17 (A2)7,0°X 
(Ax)9.0?X 
691 


Eben stimmten die Vorzahlen der 2ten und 3ten negativen Aufstulungen 


mit denen von (83.) und (84.) $. 13. überein, und es ist: 
1.2.3(0x)° 
41 X 
4'1.2.3.4(0%)* 
1 
412.90 
X 3 , 3 X 3 X 
9 X 
+37 1.2... 
17° (ax) 0*X 
+312.0 (d.x)° 
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15. 


Exemplum usus functionum iteratarum in theoria 


functionum integraliter twranscendentium, 
(Auct. Hill, prof. math. Lond. Goth. ) 


F unctiones iteratae maximum habent usum in unacıınque fere analyseos 
parte, praecipue in summando aequationes ad differentias, nec minorem in 
integrando aequationibus differentialibus. In problemate vero quadrandı et 
ad multipla transcendentium invenienda et ad comparationem rite instuen- 
dam maximi conducunt. Cujus rei in praesenti tantummodo exempla 
proponamus aliqua. Primum vero exemplum idoneae substitutionis ex- 
hibeamus. 
Sit functio gx eJjusmodi, ut g(gx) seu g’x=x sit, atque ponatur 

x=Gx, eritque universim 
Gx-+G(gx) = xgx + Const. 
Est enim d(zgx)=dr.gx+xd(gx), atque dG(ga)=dgx.G,(gx) = 

dgx.g(gx) seudG(ga)=x.dgx, ideoque d(xgx) = dGz+ dG(gx), 
unde integrando formula proposita sponte Nuit. Sit ex. gr. ge = —ı"), 
quo casu = a"—ı”, gr=g(ge)= —(gr)") seu gr = zur. 


Si itaque statumus Gr= Vlar— ), (GO=0), erit 
= a”) +Ga, 


speciatimque, si = 2Ge=d+Ga. Sin vero 
ponis 2=—r, formulam habebis similem, specialem quidem, pro func- 


tione Pi; - = comparanda. Has speciales formulas quis facile immediate 
V(x’—a') 


conjiciat, attamen generalis nostra formula latissime patet. Sit enim yx 
functio quaecunque ipsius x, atque Yx ipsius inversa, ponaturque gr = 
y(—yx), eritque gx indolis ab initio desideratae, nempe g’r—=grx. Est 
enim x, quoniam Y(gx)=YY(—Y«) 
=—yıx. Si igitur Yx neque par neque impar fuerit functio, innumerae 


dabuntur functiones gx, atque transcendentes dx) eorrespon- 
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dentes, quarum aliqua saltem proprietas innotuerit: haee nempe 
Ge +Gg0. 

At ulterius progrediamur. 

Si nempe similiter fuerit functio g ejusmodi ut gr =x sit, 
naturque Gx = gx.g’x), erit 

=) + Const. 

OQuoniam enim dGx = dx.gx.g’x, erit in locum ipsius x, 
(ob g’r— x), ite- 


vumque —= dg’x.x.gx; ideoque 
quod aperte = d(x.gx.g"x) aequatur, unde integrando formula modo 


proposita consequitur. Constante vero rite definito erit 
Ge +Gga+Ggx 

lam vero accipiendo e = radici ex aequatione =gx, erit gc=c, at 
que Ideoque | 

= 
Sin vero g0=0 fuerit, erit Ge == 
seu dxz.ga.g’x quod integrale definitum est satis memorabile, 
cum ad innumeras functionum formas «quadret. 


Iam vero patet, universim fore 
si fuerit ?r=x atque eritque Const.=0, 
si 20 alias vero 
Const. = GE 
Huius vero formulae demonstrandi ars ex antecedentibus facile colligitur. 
Speciatem vero, si fuerit ce =ge, similiter colligitur, fore rGe = c’+ Const., 


1 
ideoque Pi si g0=0 fuerit; alias vero, 
si altera datur radix ec’ aequationis x —= erit similiter rGc’ = Const., 


quod est integrale definitum maxime momenti, ufut et latissime patens, 
(cum gx arbitraria fere sit functio), et haudquaquam antiquorum indolis, 
cum horum pleraque, ni valde fallimur, ad extremum eo nituntur, ut 
funetio diilerentialis nihilo vel infinito aequetur. Rei vero amplitudinem 


ita comprobamus. Sit yx functio quaecunque (coeflicientibus imaginariis 


= 
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praedita, si placet), ejusque inversa Yx (i. e. si aequatio Ye =y dissol- 
vitur, praebeat seu 2=Yy"y, exsistente —1 iterationis ex- 
ponente), ponaturque ad interim ge —=Yeyxr, eritque g(ge)=Yeygz, 
seu gr —=yeyx, cum ygr=ey:x sit; similiter erit ulterius g’(g x) = 
ye(ygzx), seu Fr —=Yeyx, generatimque igitur g’r=ye'yx. Utvero 
jam sit, ponatur —=1, quo facto erit Si 
igitur acciplamus e = > 1= radici imaginarii ex unitate, et y et 5, ut modo 
diximus, erit equidem g’r—=x, ideoque gx et (= 
indolis modo explicatae. Patet vero, partim coeflicientes functionis yx ita 
(imaginaria forsan) determinari posse, ut gx realis evadit, partim Gx 
semper realem esse, cum ejus dilferentiale symmetrica sit functio radieis 


solius imaginariae Y 1. 

Nemo vero non videt, ex universalibus modo exhibitis formulis in- 
numera consequi tum integralia definita tum integralia comparandi regulas. 
Tantum igitur exempli causa unum alterumve exponamus. 

n 


Sit videlicet gx= = v(a+ bx"), eritque +5’ x), 


quandoquidem 


lam vero accipiatur 5” =1, nec 5b=1, eritque = x”"=x, ideoque, 
ponendo dGx=dr.gr.g’x....g"" x, ex modo dictis 


lam vero, si fuert ce=ge = (a+bc"), seu aut etiam 
a=(1—b)c”, erit 


e 1— Dr 
seuGce= (e”+Const.), ubi r= m-1, atque Const.—= Gg0+ 


Hoc vero integrale definitum satis abstrusum (nam z valorem quem- 
vis admittit), quamquam speciale, tamen latissime patet. Primum vero 
—= «= reale, id quod sub radicis signo est, 


. . a 
obseryamus, si capiatur 


cum symmetrica ipsorum 5 sit functio, fore reale; sin vero ponatur @ = 
(1—5)c", erit factoris cujusvis forma haec: | 
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Ex. gr. si pnamus z—=, r=2, m=3, erit integrale nostrum 


Sin vero ponatur —2, m—=3, erit 


a®dz 
+3.0*)* 


Si igitur e=cz, vel, quod eodem redit, c=1, et 


2 


erit 
Ez+Egz:+Eg’zs 
Gz+6g:+6gz = 
speciatimque 
3.E1=1+Eg0O+Eg0 
atque 3.61 =1+620+620, 


Caleulanti vero mox patebit, integralia definita E1 et Gl ad ipsa attinere 
Elliptica, quae cel. Legendre in Ere. d. c. int. T.]. p. 54. pertractavit. 


Patet vero alteram radicem aequationis s—= gz|= y(1+5(z—1))], fore 
—1, ideoque 


Si vero posueris 2=?2, m=4, vel =5 etc., casum habebis in 
functionibus Abelianis aeque memorabilem, ac istum in Ellipticis. 


Ulterius ponendo gx = certamque relationem inter 


coeffhicientes @, a@,, et 5, (exsistente exponente arbitrario), habehis 
gx= x, indeque theoremata similia de functione 


ubi ibidem casus —=2 ellipticas, r vero = 3, 4 etc. Abelianas tangit func- 
tiones. Haec vero indicasse sufliciat, cum particularia in praesenti minus 
curemus *), 


*) Indicasse igitur sufficiat, alia obtineri integralia definita, ponendo c=g?c, vel 
c=e?cetc. Ex. gr. co, et gmx, erit gc= genera- 
timque g”"c==c atque sc; ideoque "n(Gc+G3c) = (cge)"+ Const., si m=?2n. 


- 


- 
> 
. 
Fi - 
4 
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Nemo vero non videt, hanc theoriam pleniorem functionum itera- 
tarım cognitionem postulare; quare et completam de his doctrinam jam 
octo abhine annis composuimus, quam et jam nobis publieis faciendi juris 
est animus, dummodo editor idoneus sumtus suppeditat. 


Londini Gothorum d. V. ante cal. Jul. 1833. 


Sin vero m—=2n--l impar fuerit, erit (n--1) Gc-+nG = Const., ubi 
Const, idem ac antea. 

In exemplis allatis nonnisi speciales functionum comparandarum regulas obti- 
nuimus. Attaınen rem hac via accuratius adgrediendo generales quidem comparandi 
formulas obtinuimus, idque ita, ut non ımodo, quidquid hucusque in arte quadrandi 
calluerimus, binc quasi ex proprio fonte explicetur, sed eliam novae regulae inve- 
stigentur. 

Hinc enim vel integrale indefinitum, seu inter limites arbitrarias x et y sum- 
tum, aequatione quadam resolvendo definimus, vel generales ipsum comparandi for- 
mulas elicimus. Prioris rei, comprobandae causa heic ahsque explicatione apponimus 
formulas: 


1. si y=f’x fuerit; 


2. 


quae theoremata aeque meinorabilia constituunt, de quibus aliquando posthac agemus. 
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16. 


Theorie des paralleles. 


On sait que pour completer cette theorie, il ne s’agit qu’& d@montrer la 
proposition suivante, presentee par Euclide comme axiome: 

Prop. Si la somme des augles opposes ECB et DBC (Taf. II. 
Fig. 11.), que deux droites EC et BD font avec une troisieme CP qu'elles 

£ coupent, est moindre que la somme de deux angles droits, ces droites, 
| prolongdes suffisamment, se couperont necessairement. 

En voici une d@monstration tres simple. 

Faites langle ACB Egal au supplement DBI de langle et 
egaux entre eux les angles CE, EC/, FCG etc. de sorte que ACF= 
2ACE, 40G=3ACE ete.: il est clair qu'il existera toujours quelque mul- 
tiple {CH =n.ÄACE de langle ACE, n &tant un nombre entier fini, qui 
est ou egal langle ou plus grand «que cet angle, edst-a-dire: qui 
n’est pas plus petit que langle CP, quel que soit Vangle 

De lautre faites =BI=IT etc. et tous les angles ACh, 
DBI, KIL etc. egaux entre eux: les figures {CBD, DBIK, KILM seront 
congruentes, et on aura ACUIX=N2ACBD, ACLM = 3ACDBD etc. 

Soit —=n.ACBD, n ayant la möme valeur numerique que 
ci-dessus dans l’expression ICH =n.4CE: on voit que ACNO est tou- 
Jours plus petit que langle ZCP, puisque ACNO ne comprend pas 
l'angle OVP, compris dans Done aussi {CBD est necessairement 
plus petit que CE. Ou bien on voit que langle ACP n’est pas compris 
dans ZC/VO, de sorte que par suite langle CH non moindre que ACP 
ne pourra y Ötre compris non plus; done aussi langle CE, n"* partie de 
ACH ne pourra ötre compris dans ACBD, n"" partie de ACNO. 

Done CE coupera necessairement DD, 


4 
“ 
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Aufgaben und Lehrsätze, 


erstere aufzulösen, letztere zu beweisen. 


(Von Herrn Prof. Gudermann zu Münster.) 
Aufgaben. 

Wenn man nach der in meiner Theorie der Potenzial-Functionen 
gebrauchten Bezeichnungs-Art die Facultät 12 ... (2—n-+1) 
bezeichnet mit [x], so kann man die Grundzahl x und den natürlichen 
Logarithmen derselben in eine Reihe entwickeln, welche nach Potenzen 


von [:r] fortschreitet. Die PAR genannte Reihe ist z.B. 


Vie] 
VIe] Ye] 


Wie heifst die erste Reihe, und nach welchen Gesetzen schreiten die bei- 
den Reihen fort? j | 

2. Unter den mit ”f bezeichneten Facultäten-Coeflicienten giebt es 
fast zahllose Relationen, und unter diesen eine, in welcher der Grad z der 
Facultäten derselbe nemlich: 


a+1)’ (r+1)' 


wie kann diese Relation bewiesen werden? 

3. Wenn sich die drei Scheitellinien 4P, BQ, Cm (Taf. II. Fig. 12.) 
eines Dreiecks (sphärischen) 4BC in einem Puncte M schneiden, und man 
zur Abkürzung die Winkel des Dreiecks mit 4, P, C, ihre Gegenseiten 
mit a, 5, c bezeichnet, ferner setzt: 


ın 1 
2. = ycosb, 
3. zsinv = 


Diese drei Formeln sind die Grundformeln einer allgemeineren Goordina- 
ten- Methode in der Sphärik. 
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(Von einem Ungenannten. ) 


Aufgabe. 
4. Welche Form erhält ein vollkommen biegsamer und gleichmä-' 
(sig schwerer Faden, welchen die Oberfläche einer absolut glatten Kugel 
trägt, durch die Schwere, wenn die beiden Endpuncte des Fadens auf der 
Kugelfliche befestigt sind? 


(Vom Herrn Dr. Stern zu Göttingen. ) 


Lehrsatz. | 

1-tam Ätamıı 
Es werde das Product aus Factoren 
1 bm 1 bm An 1 Dim n- 
At ann) + + +1 + +n-1 
(A+anıı) An- 112) An- s—bn-3 3 (1+a..- 21) 

—b, (i+aan-ı) 


durch angedeutet, SO hat man 


Einige Druckfehler im 10. Bande. 
Seite 25. Zeile 9. statt Y- lies 


— 2». cose—u ]. cosu—® 
ste, | cos u — 008 Y 


| ‚are 


pee® 
2Ve 
cos u cos u 
u 


1. 
1— sin2n® ı (—gq)".sin2n 


+ an) 
— 15 8. l — 
| | 
34, st. >> 
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Resolutio algebraica aequationis —1= 0. 


(Auctore #. Fischer Regiomontano.) 


Introductio. 


A equatio x”—1==0 unam tantummodo radicem habet realem, si n est 
impar, et praeterea (2——1) valoribus imaginarüs ei satisfieri potest; cujus- 
vis autem radieis potestas z' erit aequalis 1. Si radieis cujuscunque ima- 
ginariae ad aequationem x&"—1==0 pertinentis potestates 
fingimus, Jignitates 2“ harum quantitatum etiam 1 fiunt, et faciamus, has 
«uantitates inter se alioquin esse diversas, jure concludimus, easderı cum 
aequationis radieibus convenire, Sit itaque 2 numerus primus, et 7 quae- 
libet radix imaginaria, generalius potestates 


cum 7 radicibus coincident, denotante e integrum per z2 non divisibilem. 


Jam (2—1)radices imaginariae per dignitates „... 
exprimantur, manifestum est, summam exhiberi posse per expressionem 


{r” + vel z( in qua m valores 1, 2, 3, de 


2 
aceipiat; sed seriei valor numericus semper erit aequalis —1. Porro pa- 
tet, sig sit radix primitiva seu quivis e numeris minoribus, quorum 
potestas (2—1)" nec ulla inferior nisi 0", per 2 divisa residuum —+1 ha- 


beat, seriem 


o 


identicam esse cum aequationis (2 —1) radicibus imaginarıis, 
Cujus seriei summa designari potest 


Sir” + vel Z(r + =) 
r8 


(quia g” semper habet residuum +, ubi pro a2 sunt valores OÖ, 1, 


2, substituendi. 
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Radice quavis primitiva introducta, inter certa radicum aggregata 
relationes emergunt, quae ad aequationis solutionem a vulgari genere dif- 
ferentem ducunt; ita ut in casu speciali, existente numero primo = ”+1, 


functiones trigonometricae evitari possint, et radicum valores aequationibus 
quadraticis enotescant. 


Duabus solutionibus inter se collatis in hoc casu pro cos —— valo- 
rem radices tantum quadraticas continentem invenimus; quocirca pro ra- 


dio quolibet est cos quantitas ad geometricam constructionem accom- 
modata, 


Numerus (2—1) factores primos ß, Y 0, »... contineat, quo- 
rum sit ultimus numerus 2. 
Primo jam (2 —1) radices imaginariae 
2 3 n—?2 


. . . 
dividantur in periodos — — terminorum secundum schema: 


(m—1)a 
r +....-+r == (m; 1), 
2c+1 „m-1)a+1 
2 2c+2 3a+2 "m-1)e-+2 


| 


® 
—1 


ubi 772 acqualis 


et pro 2° residuum minimum ad 2 pertinens est sub- 


stituendum. Unamquamque « periodorum rursus in ß periodos ww ter- 


minorum dividimus. 


Pro ß periodis tantum, quas (772, 1) implicat, schema inscribam: 


r 
@ „2 „BP ’+1)a 
+8 +...+#8 = (8%) 
(24 2)«@ (2P-+2)e „Kp-n3+2]« 2 


re 


ubi > est - — ; ceterae autem periodi sunt simili modo formandae. 


& 
| | 

| 
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Porro radices cujusque periodi terminorum in Y periodos 


terminorum distribuimus. Schema pro y periodis, quarum summa cum 
(p, 1)’ est identica, erit 


r +r + = (#1), 


ubi ; omnes reliquae hie etiam similiter investigantur. 
[64 


Divisione perducta tandem ad periodos duos terminos continentes 
perverimus, quae cum binis radieibus reeiprocis aequationis | —0 
coincidunt, 

Licebit mihi, propositiones de radieum periodis tres sequentes ha- 
bere cognitas. 

1) Quaevis periodus (9,3), ubi 9 est factor numeri (2—1), = au- 
tem numerus quicungue integer, exclusis O et multiplis ipsius 2, cum ali- 


qua periodorum, 9 terminos continentium, est identica, si vero x est 


O0 aut kn, valor periodi numericus erit semper acmalis 9. 

2) Producta e duabus periodis ejusdem generis, puta periodos ex 
aeque multis radieibus constantes (9, n).(9,2) per periodos eiusdem ge- 
neris lineariter exprimi possunt. 

3) Functiones symmetricae e perlodis, quae omues ad eandem pe- 
riodum generis antecedentis pertinent, per periodos eiusdem generis ante- 
cedentis lineariter exprimi possunt. 

Quarum propositionum auxilio ad aequationem «" gradus perveni- 
mus, quae valoribus numericis & periodorum inveniendis inservit; coefü- 
cientes enim summa omnium (2—1l)radicum vel —1 exprimentur. Porro 
jam «a aetwuationes ß” gradus formare possumus, quarum quaeque valores 
pro ß periodis terminorum suppeditabit; coefhicientes enim ipsarum 
aeqnationum rursus tantum ex & quantitatibus antea inventis erunt com- 
positive Hoc modo pergendo, postremo aequationes quadraticae sunt 
solvendae, quibus (2—1) radices imaginariae aequationis enotescunt. 
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Tıesolutio aequationis X” —1=0. 


Ratiocinium contrahi existimo, si radicem primitivam 10 suppo- 
nam. — Cunctae aequationes auxiliariae fiunt in hoc exemplo quadrati- 


caec, quia (n—1) est ?”. 

Primo valores pro (125,1) et (128,10) sunt quaerendi, 
in quas periodos aequationis 256 radices imaginariae sunt 
collectae. 

Si quantitati r numeros adscriptos cum signo duplici 
ut exponentes tribuimus, omnes 125 terminos periodi (128,1) 
accipimus. 

Ut ex aequatione 4x -+ BD = 0 valores pro (128,1) 
et (125,10) sequantur, sunt (125,1) + (125,10) vel —1 pro 
A et (125,1).(128,10) vel —64 pro B substituendi. Facto 
enim calculo, fit productum 

(128,1).(128,10) = 64 {(128,1) + (128,10)) = — 64. 

Valores autem aequationis x’ + x — 64 =0 sunt 

1(—14+V257) et 
priorem statuam = (125,1) = 7.51560997710 
unde sequitur (128,10) = —8.5156097710 


(198,1) 
1 00 
2 61 
+ 62 
S 64 
67 
il 68 
13 70 
15 72 
16 73 
17 79 
15 
21 
22 ss 
23 89 
25 92 
9 
29 95 
30 99 
31 100 
32 104 
34 111 
35 113 
36 114 
42 116 
44 117 
46 118 
493 120 
50 121 
52. 122 
57 
55 124 


39 128 


2 
4 
\ 
7, 
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Quaeque jam periodorum 128 terminos continentium e duabus pe- 
riodis 64 terminorum constat 
(125,1) = (64,1) + (64,100), 
(125,10) = (64,10) + (64,28). 
Aequationes ad has quatuor periodos pertinen- (4,1) (4,100) (1.10) 01%) 


tes inventae sunt 
1. (128,1)2 —16 = 0, 

2. = 0. 

(64,1) 704,100) 15 2% 39 19 

= 16 (64,1) + (64,100) + (64,10) + (64,28)} 6 9% 0 
7 313 4 23 
sic etiam 22: 36 43 33 
(64,10).(64,28) = — 16. 23 42 54 38 

300 495 4 


Ex aequatione (1.) valores numerici pro (64,1) et 23 50 63 47 


(64,100) eognoscuntur 59 71 48 
(64,1) = 9.2460739712, 33187 
(64,100) = — 1.7304642002. 4 58 75 53 


46 »9 78 56 
u / 
Hoc posito, valores pro (64,10) et (64,28) ex altera 60 61 SO 65 


aequatione recta via nondum derivari possunt. Dii=- 64 69 82 66 
ferentiae (64,10)— (64,28) signum prius quaerendum 67 72 83 69 


est. Sed hujus diflerentiae signum producto 68 79 85 76 
0 84 56 7% 


{(64,1) — (64,100)} . {(64,10)— (64,28)} 
enotescit, quod necessario generis antecedentis perio- SI 98 91 9% 
dis exprimi potest. 

Productum fit quantitas negativa, aequalis 

8 (1128,10) — (128,0), 111 113 107 105 
Eruitur enim: 117 114 108 106 

(64,1).(64,10) 116 109 112 

= 12(64,1)416(64,100) + 20(64,10)+16(64,28) 121 15 

+ (64,100).(64,28) 128 124 126 127 
—  16(64,1) + 12(64,100) + 16 (64,10) + 20 (64,28) 

— (64,1). (64,28) 
= —20 (64,1) — 16 (64,100) — 16 (64,10) — 12 (64,28) 

— (64,100). (64,10) 


= —16 (64,1)— (64,100) — 12 (64,10) — 16 (64,28), 


| 
| 
% 


. pro (32,100) et (32,13)... . x = 
. pro (32,10) et( 
. pro (32,25) et 32,127). 


206 18. 4. Fischer, resolutio algebraica aequationis &" —1=0. 


quarum aequationum summa fit: 
{(64,1) — (64,100)}. {(64,10)— (64,28)} = 8 {(128,10)— (128,1)}. 
Ergo diflerentiae (64,10) — (64,25) signum negativum erit tribuendum, et 


sequuntur (64,10) = —10.0997996169, 
(64,285) =  1.5841898459. 
Generis proximi 8 periodos tabula sequens continet in qua rursus 


tantum exponentes quantitafis r propositae sunt, quibus signum duplex 
est adjieiendum, 
8 3 42 4 41 25 24 
15 44 45 
30 70 92 74 96 33 
32: 65 
8 608 77 
6088 sg 1728 93 76 
99 9898 8 1101 04 96 
68 95 100 104 91 105 105 102 
120; 112. 344 9... 208: BER... 208 
121.117 116 122 107 110 119 106 
128.- 123 118 197 
Ad valores numericos harum $ periodorum computandos «quatuor aequa- 
tiones sunt necessariae; quantuscunque sit aufem aequationum numerus, 
semper omnes reliquas a prima derivare poterimus, 
Qualuor illae aequationes ut formentur, producta sequentia per pe 
riodos generis antecedentis exprimenda suut: 
2(64,1)+ 4(64,100) +5 (64,10) +5 (64,25), 
(32,100) (32,13) 4(64,1)-+ 2 (64,100) + 5 (64,10) + 5(64,28), 
(32,109 39,77) = 5(64,1) + 5 (64,100) %(64,10) +4 (04,28), 
32.25) = 5(04,10) +5 (64,100) +4(64,10) +2(64,25). 
Expressiones a: qnas ipsae radices dantur, fiunt: 
pro (32,1) et (3933). +y164-47(64,1) —S(64,10)]), 
7.64,100)+ (64,28) ]}, 
164,10) [64-#7(64,10) —8(64,100)]}, 
154,25) #7 164-+7(64,25) —8(64,1)]}. 


h 
€ >» 
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Aequationis (1.) radix prior statuatur = (32,1) = 11,8604556333 
ergo (32,23) = —?2,6143816621. 
Productum {(32,1)—1(32,23)} .{323,100) — (32,13)} fit quantitas nega- 

tiva. Quatuor enim producta (32,1).(32,100); 53,1).323,13); 
(32,23). (32,100) fiunt: 

1. + 6 323,100) +4 (32,13) 5 (64,10) + 3 (64,25), 

2. 4(33,1) +2(323,23) +4(32,109) +6 823,13) -F 5 (64,10) + 3 (64,28), 

3. 6(33,1) + 4083,23) +4(33,1009) + 2(33,13) + 3 (64,10) + (64,28), 

4. 4(32,1) +6(323,23) + 2(32,100) + 4(32,13) + 3 (64,10) + 5 (64,28) ; 
summatis primo et secundo, atque subductis tertio et quarto, prodit: 

(33, — 33233). {33,100) — 32, 13)} 
—= — 4(64,1) +4 (64,100) +4 (64,10) — 4 (64,28). 
Ouam expressionem ex supra inventis patet esse negativam; unde etiam 
differentia (32,100)— (32,13) est quantitas negativa. Hine prodit: 
(32,100) = — 
(32,13) = 2,2657913680. 
Porro jam productum {(33,1)— (323,23)}.[32,10)— (32,27)} est po- 

sitivum. OQuatuor enim producta 

(32,1).(323,10);5 323,23).823,27); — (32,23) . (32,10) 
fiunt: | | 
1. 
2. 


3. 5(32,28)—3(32,127), 
4. —5(32,1) —3(32,100)—5(32,13)—6(32,10)—5(32,27)—3(32,28)—5(32,127), 


quarum quantitatum summa invenitur 

2(64,1)—2(64,10) = — — 33,27)}. 
Ouam expressionem ex supra inyentis esse positivam, perspieuum est; unde 
etiam diflerentia (32,10) — (32,27) fit quantitas positiva, et valores nume- 
rici eruuntur: 


(33,10) = — 3,713382729%4, 
(323,27) = — 6,3864173245. 


Tandem fit productum (32,10) — (32,27)} .{323,25) — (33,177)} po- 
sitivum. Quatuor enim producta 
(32,10).33,28); —(23,10).82,127)5 —(3%27).33,28) 
sunt: 
1. 3(64,1)+ 564,100) + 2(32,10)+ 432,27) +6 39,25) 
2. 3(64,1)+5(64,100) + 4(32,10) + 432,27) 4652,28) + 632,127), 


12 
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3. —5(64,1)— 3 (64,100) — 6 (32,10) — 4(323,77) — 4 (32,28) — 2 (33,177), 
4. —5(64,1)— 3 (64,100) — 4(32,10) — 6 (32,27) —2(32,28) —4 (32,127). 
quibus expressionibus summatis, prodit: 
(33,10) (33,27)} .13328)— (323,127)} 
—4(64,1)+4(64,100)— 4(64,10) + 4(64,28). 

(uam expressionem ex supra inventis patet esse positivram; unde etiam 
dilferentia (32,25) — (32,127) est quantitas positiva. Hine prodit 

(32,28) = 1,3214192922, 

(32,127) = 0,2627705537. 

Ad yalores pro 16 periodis investigandos progredior. Hie expo- 

nentium ftabula sequitur : 


'116,15).... 15, 17, 30, 34, 60, 68, 120, 121. 
1623). 23, 35, 46, 70, 73, 9%, 111, 117. 
116,88)... a 22, 44, 67, 81, 88, 95, 123. 
len . 25, 29, 50, 57, 58, 100, 114, 116. 
16,42)... 21, 42, 59, 79, 84, 89, 99, 118. 
M er 13, 26, 49, 52, 61, 98, 104, 122. 
116,69).... 9, 18, 31, 36, 62, 72, 113, 124. 
5, 10, 20, 40, 63, 80, 97, 
116,107)... 43, 75, 83, 85, 86, 87, 91, 107. 
(16,27)... 27, 41, 54, 71, 82, 93, 105, 115. 
16, = .. 37, 39, 55, 74, 78, 101, 109, 110. 
a, )16,28 hi 14, 28, 33, 56, 66, 112, 125, 
"ra6 mg 9, 38, 47, 69, 76, 9% 105, 119. 
„16, 127). er 6, 12, 24, 48, 39, 96, 177. 
"Nas, 106)... ‚45, 51, 53, 77, 90, 102, 103, 106. 
Prima aequatio quadratica, qua valores pro (16,1) et (16,15) inveniuntur, est: 
+ (323,233) + 33,100) + 2523,13) 2 8229) =0; 
ipsaev autem radices fiunt: 
= 2523,77) +6823,127)]} 
et priorem valorem cum (16,1) identicum esse ponam. Aceipimur igitur 
(16,1) = 9,2291525841, 
(16,15) = 2,6313027492. 


| 
x 
7% 
> 
. 
- 
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Signis productorum antecedentibus similium investigatis, aequationes 
sequentes pro reliquis 16 terminorum periodis locum habent: 


1(32, 23) + (32,23) +4(32,77) +2(32,10) + 6 (32,28) 1%, 
= +2(32,127)4-6 (32,10) 
{(32, 13) +V[34+3(32,13) +4(32,127)-+2 (32,28) +6(32,27)] 
1{(82, 16) +Y[34+4+3 (32,10) +4(3%3,100)+2 (32,13) +6(32,1) ] 
2.132, 27) +4823,13) +2(33,100)+6 (32,23) 
(32, 28) +4 (32,23) +2 (32,1) +6(32,100)]! 


= :[(32,127)+ 4283,23) 4683,13) 1). 
Sed alia methodo quantitatum |(16,23)— (16,88)]; [(16,100) — (16,42) ]; 
etc, investigandarum hie commode uti potest. 

Differentiis enim (16,1) —(16,15)]; (16,23) —(16,88)]; (16,100) — 


b, designatis et summis respective per 
@;, relationes sequentes exstant: 
a, b, = b,— 2b, 2b, + 2b, + 4b; 


a,b, = +26: 
— 25, — 4b, 
ab, = — 2b, — 4b, 
a,b, = b, — 2b, +26, +2, — 4b, 
a,b, = 2b, —4b,, 
ab. = b, +26, +26, +26, — 4b, 
= +2, — 25, — 2b, — 4b, 


quum quantitas sit cognita, manifestum est, ceteras quantifates his 
aequationibus computari posse; unde signorum ratio innotescit, qualem su- 
pra exhibuimus. | 

Hisce pro periodis 16 terminorum valores sequentes numericos inveni: 


16,1) = 9.0915 2884, 

= 2.63130 27492, 

116,33) = —1.83466 99500, 

= —.0.77971 17120, 

= — 0.821103 83846, 

(16,42) = — 71835, 
Urelles Jomnal d. M. Ba. Al. IR. 3. 28 


| 
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(16,13) = — 0.10935 94182, 
2.37515 07862, 

(16,10) = 2.68668 72054, 

(16,107) = — 6..40006 94978, 

= — 2.95597 86107, 

ı(16,109) = — 3.43043 87138, 
= | (16,38) = 3.77079 15007, 
= (16,99) = — 1.94937 22085, 
(16,127) = 4.89048 49571, 

—4.62771 44034, 


Exponentium tabula pro 32 periodis 8 terminorum, 


46 5 — 10, 40, 97, 196. 

(8,37) 78, 8,63) = 5, 20, 63, 80. 

= 15, 17, 60, 68. 86, 87, 91, 107. 

18,34) = 30, 34, 120, 121. (8,83) = 43, 75, 83, 85. 

= 23, 70, 92, 111. 9%, 71, 82, 108. 

(8,35) = 35, 46, 73, 117. (8,935) = 41, 54, 93, 115. 

16:39) = 22,88, 95, 123. 7, 55, 78, 109, 

sı1D) = 11, 44, 67, 81. (5,110)= 39, 74, 101, 110. 

25, 58, 100, 114. = 7,2%, 66, 112, 
°\(8,116)= 29, 50, 57, 116. (8,125) 14, 33, 56, 125. 

= 13, 49, 52, 61. 6, %4, 96, 177. 
18,98) = %, 98, 104, 122. 1648) = 3 12, 48, 65. 

(8,72) = 18, 31, 72, 124. 18,51) = 45, ‚Si, 53, - 77. 


Aequationes quadraticae, quarum auxilio valores numerici pro 32 
periodis inveniuntur, sunt sequentes 16: 
— (16,1) + (16,1) + (16,62) + (16,25) + (16,127) = 0, 
a — (16,15) + (16,15) + (16,13) + (16,94) + (16,106) = 0, 
a — (16,23) + (16,235) + (16,100) + (16,94) + (16,127) = 0, 
a — (16,85) + (16,88) -+ (16,42) + (16,28) + (16,106) = 0, 
— (16,100)c-+ (16,1) + (16,100) + (16,107) + (16,27) 0, 


| 
| 
| 
= 
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(16,42)x +(16,15) +(16,42)4+ (16,10) +(16,109) 0, 
(16,13) + (16,23) +(16,13)+ (16,107) + (16,109) = 0, 
2’— (16,62)2 + (16,88) + (16,69 +(16,10) +(16,27) = 0, 
(16,10)2 +(16,15) +(16,23) + (16,10) (16,106) 0, 


(16,107) + (16,1) -+(16,88) + (16,107) + (16,127) = 0, 
— (16,27) +(16,15) + (16,88) +(16,27) + (16,98) 0, 
— (16,109) +(16,1) +(16,23)+(16,109)-+ (16,94) = 0, 
2° — (16,28) + (16,42) + (16,13)+(16,10) +(16,28) 0, 
(16,9) + (16,100) + (16,62) + (16,107) (16,94) = 0, 
— (16,127)&+ (16,4%) + (16,62) + (16,27) + (16,127) = 0, 


2° — (16,106) + (16,100) (16,13) + (16,109) + (16,106) = 0. 


Ipsae radices dantur per formulas: 


1. 


vocamus, et summas respective C3, 


{(16,1) +YL16—(16,1) —2(16,62) +2(16,15) +2(16,10) —2(16,28 ) ]}, 
+Yy[16—(16,15) —2(16,13) +2(16,1) -+2(16,107)—2(16,94) ]}, 

116,23) +/[16—(16,23) —2(16,100)++2(16,88) +2(16,27) 
1(16,88) +yY[16—(16,88) —2(16,42) +2(16,23) +2(16,109)—2(16,106)]}, 


100)+y [16—(16,100)—2(16,1) +2(16,42) +2(16,28) —2(16,27 )]}, 
1(16,42) +Y[16—(16,42) —2(16,15) +2(16,100)-++2(16,94) —2(16,109)]}, 
3 {(16,13) +y[16—(16,13) —2(16,23) +2(16,62) +2(16,127)—2(16,107)]}, 
{(16,62) +y/[16—(16,62) —2(16,88) +2(16,13) +2(16,106)—2(16,10) ]}, 
{(16,10) +Y[16—(16,10) —2(16,106)+2(16,107)+2(16,100)— (16,23) ]}, 
+2(16,42) —2(16,88) ]), 
{(16,27) +y[16—(16,27) —2(16,28) +2(16,109)++2(16,13) —2(16,15) ]}, 
{(16,109)+y [16—(16,109)—2(16,94) +2(16,27) +2(16,62) —2(16,1) ]}, 

1(16,28) +y[16—(16,28) —2(16,10) +2(16,94) +%16,23) —2(16,13) ]}, 
3 {(16,94) #/[16—(16,9%) —2(16,107)+2(16,28) +2(16,88) —2(16,62) ]}, 
+2(16,106)+2%(16,15) —2(16,42) ]}, 

—2(16,100)]}. 


Si di, day»... differentias (8,1)— 8,32), (8,15) — (8,34), etc. 
aequationes sequentes 


locum habent: 


cd, 


—d,+?2d,—2d, d; 
—d,—2d, 
—d,+2d, -2dı— 
—d,—2d, Cs ds 


—d,+2d; —2d,—2d,, 

—d,+2d, 

28 * 


3 
4, 
5, 
6. = 
7. = 
8. = 
9 = 
10. <= 
12. = 
4 13. 
14. 
15. = 
| 16. = 
| 
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Ca d, —d; = 
= — du — — = —2d,+N2d,, 
= — = — du + 


Quantitatem d, statuam, quomodo eX aequatione prima quadratica recta 


via predit, puta 
d, = [16 — (16,1)— 2 (16,62) +2(16,15) + 2(16,10)— 2(16,25)]; 
tunc ceterae quantitates d aequationibus linearibus appositis computari possunt. 


Valores numericos acecipio: 


81) = 5.85099 69258. (8,10) = —0.37391 18920. 
8,32) = 3.37815 59582. —= 3.06059 90974. 
815) = 3.72107 89497. = —5.01672 56314. 
8,34) = —1.08977 63005. 8,83) = —1.38334 38663. 
8,23) = —1.66305 54587. (8,27) = —1.34364 47419. 
— —0.17161 44912. —1.61233 38687. 
j(8,88) = — 2.727734 1554. = —0.75225 23645. 
8,11) = 1.947627 (8,110) = —2.67818 63492. 
(8,100) = — 1.46714 5719.  1.59518 1923. 
—= 0.64610 73349. 8,135) = 1.67560 95781. 
(8,42) = —3.53906 11229, = —3.79773 16127. 
(8,59) = 0.363854 39394. (8,76) = 1.805835 94042. 
(8,13) = 3.37716 05334. 8,177) = 0.24415 84659. 
(8,98) = —3.48651 99516. (848) = 4.646323 64917. 
869) = 1.47772 64674. (8,106) = — 6.10100 46864. 
(8,72) = 0.89742 43187. =  1.47329 02829. 
Exponentes pro 64 periodis 4 terminorum tabula sequens continet. 
4) = 14 16, wen = 23, 111, 
1 
4) = 4 64, 492) = 70, 9, 
(4,32) = 2%, 32, 35) = 35, 46, 
8, 128, (4117)= 73, 117, 
—= 15, 17, = 88, 123, 
4,60) = 60, 68, 495) =, 9, 
= 30, 34, = 11, 81, 
(4,121) = 120, 121, 4,44) = 44, 67, 


ä 
| 
% | 
u 
. 
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K4100)= 58, 100, = 8 
2, 114, (4,108) = 108, 
(4,116)= 57, 116, = 54 
— 29, 50, "N4,115)= 4, 115, 
| 4,42) = 42, 99, ‚109)= 55, 109, 
"}4,89) = 89, 118, (4,78) = 37, 78, 
— 59, 84, 6110) = 39, 110, 
= 79 (4,74) 74, 101, 
— 13, 49, 28) = 28, 66, 
4,52) = 52, 61, 419)= 7, 112, 
(4,98) = %, 98, (4,125) 56, 195, 
(4,122) = 104, 122, Fe — 14, 33, 
462) = 36, 6%, 49) = 38, 9%, 
= 7% 124, = 69, 76, 
| (4,31) = 18, 31, 4a) = 19, 47, 
(4,10) = 10, 97, „JARND= 2%, 177, 
= 40, 126, = 6, %, 
(4,63) = %, 63, = 48, 
— 5, 80, 65) = 12, 65, 
= 87, 107, #106) = 103, 106. 
14,50) = 86, 9, (4,90) = 102, 
| (4,83) = 43, 83, (4,51) = 45, 51 
= 75, 85, = 53, 77. 


Valoribus numericis periodorum computandis inserviunt ae«quationes 
32 quadraticae, quaram radices formam sequentem accipiunt: 
28,1) 28,63) —2848) + 8,15)]}, 
—2(810) 
+ (5,15) — 100)+- 2(S,1)]}, 
(8 


1. 


—2(876) + SEN], 
Ks, 233)—2(8,27) —2(8,9) +8,10], 
(8,88) [8+ (8,11) — 2(8,110)— 28,28) + 
8,11) 8889) — 28,109) 


I 
2 
2 
2. 
2 
2 
2 
Ps 
2 
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9. x 1{(8,100) [S+(8,116)— 2(8,125)—2(8,83) +2(8,42)]} , 
10. x = (8,100)—2(8,28) —2(8,107)+2(8,59)]}, 
11. x = 3[/8,42) —2(8,76) —2(8,10) +2(8,116)]}, 
12. x = 1{(8,59) IS —2(8,94) —2(8,63) +2(8,100)]}, 
13. x = 3{(8,13) (8,98) —2(8,48) 
14. x = 3[(8,98) [8 +(8,13) —2(8,177) — 2(8,109) +28,729]} 
15. x = —2(8,51) —2(827) +2(8,98)]); 
16. x = 1{(8,79) +8,69 —2(8,106)— 2(8,93) +2(8,13)]), 
17. x = 3{(8,10) [S+(8,63) —2(8,116)— 28,34) +2(8,107)]}, 
18. x = 1{(8,63). +VI8+8,10) —2(8,100)—2(8,15) +2(8,83)]}, 
19. = 4883) —2659) +28], 
20. x = 318,83) 2842) —2(8,32) +2(8,10)]), 
21. x = 4{(8,27) —2(8,98) 
22. 3{8,93) — 28,13) —2(8,88) +2(8,110)]}, 
23. x 3{(8,109)+ Y[S+ (8,110)—2 (8,72) —2(8,23) +2(8,93)]}, 
24. x = (8,10) —2(8,62) —2(8,35) +2(8,27)]}, 
25. x = 3{(8,28) +8,125)—2(8,35) —2(8,59) +2(8,99]}, 
26. = 3{8,125) —2(8,23) —2(8,42) +208,76)]}, 
27. = 18,9) —28&,11) 
28. 2 = 118,76) — 2888) 
29. 2 = 848) —2834) — 28,72) +2(8,106)]), 
30. x = 1{(8,48) [8+ (812) —2(8,15) —2(8,69 +2(8,51)]}, 
51. = 48100) —2813) 
32. 2 — +VI8+8,106)— 28,39 —2(8,98) 


Si differentiae (4,1) — (4,4); (4,39) — (4,128); etc. per Pas 
ß;; designantur, et summae per Gy, hic inter quanti- 
tates relationes sequentes exstant: 


a, ßı = = Pot > 
ad. B, == + = 
= —ß; — + 2 Biss 


| 
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= Ps +? = + 2 Pr: 
= —Pır + = — + 2 Pas » 
= + 2 Bıs Bas +2 269 
= — —? Bır = — — 
Paı = Ba + 2 Pas = Bo +? 
= Pa + > = + 
= — — = — — 


Si quis ex his aequationibus quantitates % computare vellet, octo earum 
necessario indeterminatae manerent. Signa saltem quantitatum P his ae- 
quationibus inveni. 


Qua de re producta insuper septem ß,.ß;; B;.P»; etc. investigavi: 
Pı.% = (8,88)4+ (8,127) (8,110)-++ (8,28) — (8,76) — (8,107) — (16,27), 
8. = (8,35) + (16,88) +(8,51) — (8,48) — (8,32) — (8,34) — (8,107), 
= (8,51)+ (8,27) + (8,107) (8,62) — (8,94) — (8,110) — (16,127), 
= (8,49)+ (8,23) + (8,110) + (8,59) — (8,42) — (8,62) — (8,51) — (8,27), 
Bar = (8,15) + (8,109)+ (8,72) + (8,23) — (8,11) — (8,42) — (16,13), 
Bar: Bis = (81) +(16,109)+(8,93) — (8,83) — (8,42) — (8,63) — (8,34), 
Bo = (81) + 18,13) +(8,42) + (8,106) — (8,88) — (8,72) — (16,15), 
Unde jam, unius differentiae 2, signo ex arbitrio accepto, reliquae deter- 
minatae sunt. 


Sunt autem valores numerici pro 64 periodis 4 terminorum: 
= (41) 3.848327 87128, = (4,95) 
(44) 2.00%6 = (411) 1.13179 67585, 
y; = (4,32) 3.41613 84271, Yo = (4,44) 0.815853 30836, 
(4,138)= —0.03798 24689, = (410)—= —1.22941 90917, 
y, (4,15) 3.69674 77128, —0.23772 66977, 
(4,60) 0.02433 12368, Yo (4116)= —1.55468 630%, 
Y: = (4,34) 2.83366 68353, Yu = (4,50) = 2.20079 36372, 


—3.92344 30358, Ya = (442) = —0.46692 12969, 
y = (43) = —0.12767 W348, Ya = (4,89) = —3.07213 98260, 
(492) = —1.53538 342385, (459) = —0.67%61 18898, 


Yu = (4,35) 2.17444 47739, Ya = (H21) 1.03645 58297, 


Ya = (4,117)= —2.34605 = (413) = 2.628534 78841, 
= (4,88) = —3.07907 233103, (452) = 


0.748851 26493, 


0.35173 07561, 


3 
2 
j 
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Ya = (4,98) = 0.14010 117%, = (4,75) = 0.57629 25685, 


= (4129)= —3.62662 11312, Yr = (4110)= —0.64119 73730, 
(HN) 1.383405 Ye = —2.03698 89761, 
=  0.09367 07559, wm (438) = 1.463586 55773, 
(4,2) = —2.36459 2152, 4,119) = 0.13131 63451, 
3.26201 64729, (4125)= — 1.59066 69067, 
= (410) = 0.504586 87365, Ya = (414) = 3.266277 645848, 
(440) = —0.87878 062855, = (494) = —0.13254 03559, 
(463) = 1.852675 1066, Ya = (4,119) = —3.62519 12567, 
= 1.233854 80708, Ys = (4,76) = —0.79839 97733, 
Ya = (4,86) = —2.2307) 63380, = = —0.33317 36863, 
Yo (4,85) = 0.10789 99701, = (4,6) = 0.577353 21522, 
Yo (4,75) = — 1.49124 38364, Yo = (448) = 2.76845 19714, 
(4,27) = 0.738953 46617, = (4,65) = 1.587787 45197, 
(4,108) = —2.08257 906, Ya = — 3.328572 36341, 
493) = —0.79688 5214, = (4,90) = —2.77228 10523, 
= (41159) = —0.81544 865424, (451) = 1.545349 70845, 
= (410) = — 1.323554 52330, Ya = (453) = —0.07020 68016. 


Acquationum systema sequens, si 2 valores O, 1, 2, 3, 4, 5, 6, Y 
aceipit, 128 expressiones pro periodis 2 terminorum dat: 


l. = 3 + > 
2. 2 — Y + s 
I. 2 | Yır+sn) v[4—2 Yırtsn) + 
et pro differentiis 


etc, puta (2,1) (2,16); (3,4) — (2,604); re- 
lationes exstant: 


— 


58 
= 
= 
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ubi pro 2 quantitates O, 1, 2, 2... 15 sunt substituendae. Üt ipsae dil- 
ferentiae d inveniantur praeferea signis quindecim productorum sequen- 
tium opus est: 


=(4,14) (52) + (4,72) —(4,98)— (4,35), 
= (49) +4,12) — (46) — (40), (4,117)— (453), 
(4,65) — (4,100), (45) + (4,58) — (4,60)— (4,114), 
= (465) +4,76) — (23) — (43), — (4,28), 
= (4,115) — (4,1), HIN) — (4,27) — (4,83), 
021.025 (4,50) (4,109) — (4,112) — (4,56), = (4,122) — (4,10), 
(414) + (4,62) — (4,92) — (4,89), 
= (HU) — (4,27). 


Unde valores numerieci inveniuntur: 


=  0,00426 00119, 


== — 2,27585 24635, 


0,13092 56515, 
= — 1563182 87786, 

= 3,10729 35414, 
= —5,38730 86131, 

= —1,62651 95541, 


=. — 3,63848 09091, 
= — 466377 73670, 


= —4,13148 98677, 
= 2,97172 83971, 
| Öl = 925785 54460, 
— 1536357 18016, 
= 029752 11680 


3,93032 54584, 


Creite's Josırsal 4. M. Fir. 29 


. 
| 
| 


218 


18. A. Fischer, resolutio algebraica aequationis «*’’ — 


1 


Quarum relationum auxilio ad valores pro 128 periodis 2 termino- 


rum pervenimus, et quaelibet periodus (2, k) cum quantitate 2.cos —— 


coincidit. 


2,1) 


(2,16) = 
(9) 
(2,64) = 
(2,32) 
(2,2) zum 
2,128) = 
(28) = 
(3,25) == 
(2,17) = 
(2,60) = 
(2,68) = 
(2,34) = 
(2,30) = 
(2,121) == 
(2,120) = 


1.99940 23145 
1.584892 63982 
1.99044 41955 
0.01222 40194 
1.41852 83268 
1.399760 96002 


—1.99985 05671 


1.96186 80992 


1.86701 50315 
1.382973 26315 
0.20743 58811 


—0.18310 46443 


1.347932 25860 
1.48574 42493 


—1.96647 24941 
—1.95697 05417 


1.69205 33152 


—1.51972 53500 


(2,70) == 
(2,35) 
(2,46) = 
(2,117) = 
(2,73) = 


(2,388) = 
(2,123) = 
(2,95) = 
(2,22) 
(2,11) = 
(2.81) = 
(2,44) = 
(2,67) 


—1.92147 
—0.42453 76178 


= —1.25515 453316 
—0.28022 90921 


1.31140 05526 
0.585304 44115 
16473 


—1.09712 59552 
—1.95104 63750 
—1.36588 29483 


37049 
14319 


1.71761 
1.928511 


—0.79631 46734 


0.935019 68566 


= —0.13436 37730 


(2,100) = —1.53383 35900 
(2,58) = 0.30441 45683 
(2,114) = —1.87564 11726 
2,5) = 1.63791 44749 
(2,116) = —1.90733 17663 


(2,57) = 0.352364 54640 
(2,50) = 0.68276 33099 
(2,29) = 1.51802 98272 
(2,42) = 1.03507 79511 
(2,99) = —1.50199 92450 
(2,89) = —1.13767 67168 
(2,118) —1.93446 31092 
2,59) — 0.25600 17389 
(2,34) -0.92861 36237 
221) = 1.74214 75145 
(2,79) = —0.70569 16848 
(2,13) — 1.839983 37743 
(2,49) = 0.72851 41097 
2,52) = 0.59006 65619 
(2,61) = 0.15874 60844 
(2.98) =—1.469% 71939 
(2,26) = 1.60936 83735 
(2,122) =—1.97479 96814 
(2,104) = —1.65182 14497 
(2,62) — 0.10996 13890 
(2,36) = 1.27409 43233 
(2,9) = 195:78 01760 
(2,113) = —1.85810 94201 
(2,72) =—0.37668 36614 


(2,124) = —1.9°790 84927 
231) = 1.4537 06121 
(2,18) = 1.80944 58608 


(2,10) = 1.94052 57174 


(2,97) == --1.43565 69309 
(2,40) = 1.11748 48209 
(2,126) = —1.99626 54494 
(2,63) = 0.06111 09664 
(2,20) = 1.76564 00601 
(2,5) = 198507 57456 
(2,80) —0.75122 76743 
(2,107) = —1.73000 98650 
(2,57) = —1.05591 04233 
2,56) = —1.01408 18056 
(2,9) =—1.21671 45324 
(2,53) = —0.85503 41627 
(2,43) = 0.992953 41328 
(2,75) = —0.51960 57498 
2,85) = —0.97165 80866 
(2,27) = 1.57986 03715 
(2,82) =—0 84092 57098 
(2,108) = —1.75402 48575 
2,71) = —0.32855 45461 
(2,93) =—1.29284 39911 
2,54) = -0.49595 87767 
(2,115) = —1.89205 18559 
(2,41) = 1.07660 31817 
(2,109) = —1.77699 14776 
(2,55) = 0.44844 62446 
(2,75) = —0.65973 35762 
(2,37) = 1.23602 67447 


(2,110) = —1.79889 59904 
2,39) = 1,15769 86174 
2,74) =—0.47223 78076 
(2,101) ==—1.56475 11684 


Ik 
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2,28) = 1.54961 45429 
(2.66) = —0.08574 895565 
(2,112) = —1.83937 85067 
(27) = 197069 48518 
(2,15) —1.99200 74°85 
2,56) = 0.40134 05719 
(2,14) = 1.885331 22929 
(2,33) = 1.38296 42418 
(2,99) = —1 32949 36874 
(2,38) = 1.19695 33315 
(2,119) = —1.94879 92514 
(2,105) = —1.67639 20032 


(2,76) = —0.56666 31050 
(2,69) =—0.23173 61632 


(2,47) = 081868 13685 
(2,19) = 1.78807 730-9 
(2,127)—= —1.99865 52943 
2,24) = 1.66548 15030 
(2,6) = 1.97852 08497 
(2,95) =—1.40118 86975 
(2,48) = 0.77382 89872 
(23) = 1.9946? 29842 
(2,65) =—0.03667 02335 
(2,12) = 1.91454 47522 


(2,106) = —1.70496 08083 
(2,103) = —1.62376 27358 
(2,90) =—1.17754 752360 
(2,102) = —1.59473 35263 
(2,51) = 0.63660 54299 
(2,45) = 0.9689 16546 
(2,53) = 0.54317 50223 
(2,77) =—0.61338 18239 


Unde etiam ipsae radices imaginariae aequationis x’ 1 facile constant. 


| 
(2,25) == 
(2,111) 
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19. 


Analytisch- geometrische Aphorismen. 


(Fortsetzung des Aufsatzes No. 15. im 3ten Hefte, No. 24. im 4ten Hefte X. Bandes, No, 3. im Isten 
Heft und No. 9. im vorigen Hefte dieses Bandes.) 


(Von dem Herrn Professor Plücker zu Berlin.) 


V. 
Über ein neues Übertragungs-Princip. 


Lid Ale Sätze, welche auf eine beliebige Zusammenstellung von belie- 
„bigen Kreisen mit geraden Linien oder von geraden Linien unter sich 
„Bezug haben, und blofse Situations- und Winkel-Beziehungen entlal- 
„ten, lassen sich unmittelbar auf eine Zusammenstellung von beliebigen 
„Kreisen mit solchen Kreisen, die alle durch einen festen Punct gehen, 
„oder von letztbezeichneten Kreisen unter sich übertragen.” 


Ich werde hier, wo ich einzig und allein Constructionen der Ele- 
mentar- Geometrie im Auge habe, nur diesen besondern Fall eines allge- 
meinen Übertragungs- Principes discutiren, und andeuten, wie er aus be- 
kannten Sätzen und Constructionen neue finden lehrt. Die nachfolgenden 


analytischen Betrachtungen könnte man auch mit leichter Mühe durch rein 
geometrische ersetzen. 


2. Man weils, dafs, wenn ein Kreis gegeben ist, irgend zwei Puncte, 
welche beide auf derselben durch den Mittelpunet dieses Kreises gehenden 
geraden Linie liegen und die Eigenschaft haben, dals eiser derselben auf 
der Polaren des andern liegt, zugeordnete Pole in Beziehung auf 
den gegebenen Kreis genannt werden. Der geometrische Ort für die 
zugeordneten Pole aller Puncte, die auf dem Umfange irgend eines gege- 
benen Kreises liegen, ist ein neuer Kreis. Die Beziehung der beiden 
Kreise zu einander ist eine durchaus gegenseitige; ich nenne dieselben in 
dem Folgenden zugeordnete Kreise, und sage, der eine Kreis sei der 
Polar-Kreis des andern. 


Wenn 


1. y + = R? 
die Gleichung des gegebenen Kreises ist, so stellen, wie in der 181. Num- 
29 * 
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mer des ersten Bandes meiner Entwicklungen” gezeigt worden ist, die 
beiden Gleichungen : 


2. =, 
irgend zwei zugeordnete Kreise dar, indem wir zugleich in der letzten 
Gleichung, der Kürze halber, 
—y 

setzen. Am angeführten Orte ist nachgewiesen worden, dafs die beiden 
zugeordneten Kreise (2.) und (3.) mit dem Kreise (1.) dieselbe gemein- 
schaftliche Chorde haben, und dals der Mittelpunct des Kreises (1.) ent- 
weder der äulsere oder innere homologe Punct (Äbnlichkeitspunct) der 
beiden Kreise (2.) und (3.) ist, so dals es im Allgemeinen zwei Kreise 
giebt, in Beziehung auf welche zwei gegebene Kreise zugeordnete sind. 

Die Durchschnittspuncte irgend zweier Kreise sind offenbar die zu- 
geordneten Pole der Durchschnittspuncte ihrer beiden Polar-Kreise. Wenn 
also mehrere Kreise durch denselben Punct gehen, so thun ihre Polar- 
Kreise ein Gleiches. Wenn zwei oder mehrere Kreise sich berühren, so 
berühren sich ebenfalls ihre Polar-Kreise. Wenn vier oder mehrere 
Puncte auf dem Umfange desselben Kreises liegen, so thun ihre zugeord- 
neten Pole ein Gleiches. Wir sehen ferner, dafs wenn überhaupt irgend 
eine Construction vorliegt, die sich auf Kreise bezieht und von Gränzen- 
Bestimmungen unabhängig ist, wir sogleich eine entsprechende Construction 
in der Polar-Figur erhalten. Die nähere Discussion dieser Bemerkung 
giebt das in Rede stehende Princip. 


3. Wenn y=0 ist, so geht der Kreis (2.) durch den Anfangspunct 
der Coordinaten, und die Gleichung (3.) verwandelt sich alsdann in folgende: 
HR, 
und stellt folglich eine gerade Linie dar, nemlich die gemeinschaftliche 

Chorde der beiden Kreise (1.) und (2.). 

Zu einem Kreise, der durch den Anfangspunct der Coorlinaten, 
den Mittelpunet des Hülfs- Kreises, geht, gehört also als zugeordneter Ort 
eine gerade Linie, und umgekehrt, zu irgend einer gegebenen geraden Li- 
nie gehört als zugeordneter Ort ein solcher Kreis, der durch einen festen 
Punct, den Mittelpunct des Hülfs- Kreises, geht. Wenn die gegebene ge- 


= % 
* 
) 
; 
| 


19. Plücker, analytisch - geometrische Aphorismen, 221 


rade Linie ein Durchmesser des letztgenannten Kreises ist, so ist sie ihr 
eigner zugeordneter Ort. 

Wir sehen hieraus sogleich, dafs jedem Satze über gerade Linien, 
der blofs Situations-Beziehungen enthält, ein zweiter entspricht, der sich 
unmittelbar aus dem ersten ergiebt, wenn man statt der geraden Liuien 
solche Kreise nimmt, die durch irgend einen festen Punct gehen. Es ist 
zugleich ersichtlich, dafs der erste Satz sich zugleich auf gerade Linien 
und beliebige Kreise beziehen kann. Alsdann bezieht sich der zweite ent- 
sprechende Satz auf solche Kreise, welche alle durch einen festen Punet 
gehen und auf beliebige Kreise. Ich begnüge mich hier mit ein paar 
Beispielen. 

I. Wenn irgend drei Kreise gegeben sind, so gehen 
die drei gemeinschaftlichen Chorden je zweier dieser drei 
Kreise durch einen und denselben Punct. 

1. Wenn irgend drei Kreise gegeben sind, so schnei- 
den sich diejenigen drei neuen Kreise, welche durch die 
beiden (reellen oder imaginären) Durchschnittspunete je 
zweier der drei gegebenen, und überdiefs noch durch irgend 
einen gegebenen Punct gehen, aulserdem noch in einem 
zweiten festen Puncte. 

I. Wenn man um einen gegebenen Kreis ein beliebi- 
ges Sechseck beschreibt, so schneiden sich die drei Diago- 
nalen dieses Sechsecks in demselben Punct. 

HI. Wenn man durch einen festen Punct sechs solche 
Kreise legt, die einen gegebenen Kreis berühren, so kann 
man aus den Bogen derselben verschiedene Sechsecke bil- 
den. Legt man durch jenen festen Punct und die dreimal 
zwei gegenüberliegenden Winkelpuncte eines solchen Sechs- 
ecks drei neue Kreise, so schneiden sich dieselben in einem 
und demselben zweiten festen Puncte. 

Auf ähnliche Weise könnten wir den Satz vom eingeschriebenen 
Sechseck, Monge’s Satz über die Durchschnittspuncte der gemeinschaft- 
lichen Tangenten je zweier von drei gegebenen Kreisen, und unzählig viele 
andere Sätze verdoppeln. 

4. Diejenigen beiden Kreise, welche zu irgend zwei gegebenen 
geraden Linien, als Polar-Kreise gehören und also durch den Mittelpunct 


. 
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des Hülfs-Kreises gehen, berühren in diesem Puncte offenbar zwei solche 
gerade Linien, welche den beiden gegebenen parallel sind. Es schneiden 
sich die beiden Kreise also unter denselben Winkeln als die beiden gege- 
benen geraden Linien. Zwei Parallellinien entsprechen zwei sich im Mit- 
telpuncte des Hülfs-Kreises berührende gerade Linien. Wir ziehen hier- 
aus den Schluls, dafs auch alle diejenigen Sätze, die auf Kreise und ge- 
rade Linien Bezug haben und Winkel-Beziehungen enthalten, sich über- 
tragen lassen. 

I. Die Summe der Innen-Winkel jedes geradlinigen 
Dreiecks beträgt zwei Rechte, 

il. Wenn ein Dreieck aus den Bogen solcher drei 
Kreise, welche in demselben Puncte sich schneiden, gebildet 
wird, so beträgt die Summe der drei Winkel dieses Dreiecks 
zwei Rechte, 

Wenn dieser zweite Satz zum unmittelbaren Beweise vorgelegt 
wäre, so würde man sogleich zum Ziele kommen, wenn man sich des 
geometrischen Beweises des ersten Satzes erinnerte. Dieser letzte Beweis 
beruht gewöhnlich darauf, dafs man durch einen Winkelpwict des gegebe- 
nen Dreiecks eine gerade Linie, der gegenüberliegenden Seite parallel zieht, 
und dann die Sätze über Viechsel- und Gegen- Winkel anwendet. Dort 
erhält man den Beweis ganz ähnlich, wenn man durch den aus den Bo- 
gen zweier Kreise gebildeten Winkelpunct einen neuen Kreis legt, der 
den dritten Kreis in dem festen Puncte berührt. 

I. Alle Peripherie-Winkel, die auf demselben Bogen 
stehen, sind einander gleich. 

li. Wenn ein fester Punct und ein Kreis gegeben sind, 
und man nimmt auf dem Umfange des Kreises zwei neue feste 
Puncte beliebig an, und beschreibt dann zwei neue Kreise, 
die sich in irgend einem dritten Puncte des Umfanges des ge- 
gebenen Kreises schneiden, und von denen jeder durch den 
gegebenen fesien Punct und durch einen der beiden andern 
festen Puncte geht, so ist der Durchschnitts-Winkel solcher 
zweiKreise ein constanter, wo auch der dritte Punct desUm- 
fanges des gegebenen Kreises angenommen werden mag. 

Ich könnte diese Beispiele noch beliebig vervielfältigen, begnüge 
mich aber, beiläufig nur noch zu erwähnen, wie das in Rede stehende 
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Übertragungs-Prineip unmittelbar die Lösung der Aufgaben liefert: ‚In 
und um einen gegebenen Kreis ein solches Eck zu beschreiben, dessen 
Seiten Bogen von Kreisen sind, die alle durch einen gegebenen Punct ge- 
hen und dessen Winkel einander gleich sind,” wenn sich sonst nur in und 


um einen gegebenen Kreis ein regelmälsiges Polygon von n Seiten be- 
schreiben lälst. 


5. Wenn wir irgend zwei concentrische Kreise durch die beiden 
Gleichungen : 


=e, 
= 
darstellen, so erhalten wir, indem wir der Kürze halber 

nennen, für ihre Polar-Kreise folgende Gleichungen: 


2 R:? 2 R* 

und für die gemeinschaftliche Chorde dieser Kreise, indem wir abziehen 
und redueiren: 


4. 2 PyF2ax = 

Aus der Form dieser Gleichung, in der weder 2 noch e° vorkommt, 
ist ersichtlich, dafs, wenn beliebige concentrische Kreise gegeben sind, alle 
ihnen zugeordnete Kreise eine gemeinschaftliche Chorde haben, und dals 
diese Chorde auch die gemeinschaftliche Chorde des Hülfs- Kreises und 
desjenigen jener concentrischen Kreise ist, der durch den Mittelpunet das- 
selben geht. Alle Polar-Kreise haben also dieselben beiden festen Puncte 
zu zugeordneten Polen. Der eine dieser Puncte ist, was unmittelbar er- 
hellet, derjenige welcher, in Beziehung auf den Hülfs-Kreis, zum Mittel- 


puncte der concentrischen Kreise als zugeordneter Punct gehört. Er liegt 
auf der geraden Linie: 


und steht also von jener gemeinschaftlichen Chorde (#.) so weit ab, als 
der Anfangspunct der Coordinaten, der Mittelpunct des Hülfs-Kreises. Die- 
ser Mittelpunct ist also der zweite jener beiden festen zugeordneten Puncte- 
Alle Sätze, welche sich auf concentrische Kreise beziehen und 
blofse Situations- und Winkel-Beziehungen enthalten, lassen sich also auf 
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solche Kreise unmittelbar übertragen, welche eine gemeinschaftliche (ideale) 
Chorde haben. Ich begnüge mich mit einem einzigen Beispiele. 

I. Ein solcher Winkel, dessen Scheitel auf dem Umfange eines 
von zwei gegebenen concentrischen Kreisen fortrückt, während seine bei- 
den Schenkel den andern derselben berühren, bleibt constant. 

II.  Derjenige Winkel, welcher von zwei Kreisen gebildet wird, 
die sich in irgend einem Puncte eines von irgend zwei gegebenen, keinen 
Punct gemein habenden Kreisen schneiden, den andern dieser Kreise be- 
rühren und überdiels durch einen derjenigen beiden Puncte gehen, die in 
Beziehung auf die beiden gegebenen Kreise zugeordnete Pole sind, ist 
von constanter Grölse. 

6. Es seien 

+ a = e”, 
die Gleichungen irgend zweier gegebener Kreise, und hiernach, indem wir 
a“ PP — = 
setzen, die Gleichungen der Polar-Kreise: 


y' ) + @— ) Pr y 


Wir wollen untersuchen, welche Lage der Hülfs-Kreis in Beziehung auf 
die beiden gegebenen Kreise haben mufs, damit die Radien der beiden 
Polar-Kreise einander gleich seien. Diese Bedingung wird erfüllt, wenn 


@ 2 
das heifst, wenn 


Der Mittelpuncet des Hülfs-Kreises ist hierbei der Anfangspunct der Coor- 
dinaten. Verlegen wir die Axen so, dafs die Coordinaten jenes Mittelpunc- 
tes y und x werden, so kommt: 
Diese Gleichung stellt also, wenn wir y und x als veränderlich betrachten, 


den Ort derjenigen Puncte dar, in welchen der Mittelpunet des Hülfs-Kreises 
angenommen werden muls, damit die Radien der beiden Polar-Kreise 
gleich werden. Im zweiten Paragraphen dieser Aphorismen haben wir 


) 
| 
r 
= 
- 


19. Plücker, analytisch- geometrische Aphorismen. 225 


gesehen, dafs die letzte Gleichung denjenigen Kreis darstellt, welcher aus 
einem der beiden homologen Puncte der beiden gegebenen Kreise, als 
Mittelpuncte beschrieben wird, und mit diesen Kreisen dieselbe gemein- 
schaftliche Chorde hat. 

Da ferner, wenn irgend drei Kreise gegeben sind, diejenigen drei 
neuen Kreise, welche aus solchen drei homologen Puncten je zweier der 
drei gegebenen Kreise, die in gerader Linie liegen, als Mittelpuncten, be- 
schrieben werden, und mit den bezüglichen gegebenen Kreisen dieselben 
gemeinschaftlichen Chorden haben, in denselben beiden Puncten sich schnei- 
den (Aphorismen II.), so können wir einen solchen Durchschnittspunct zum 
Mittelpuncte des Hülfs-Kreises nehmen, und erhalten alsdann solche drei 
den gegebenen zugeordnete Kreise, deren Radien einander gleich sind. 

Alle Sätze also über zwei und drei beliebige Kreise von gleichen 
Radien, welche nur Lagen und Winkel-Beziehungen enthalten, lassen 
sich unmittelbar übertragen auf beliebige Kreise mit beliebigen Radien. 
Und überhaupt alle möglichen Constructionen, welche sich auf drei gleiche 
gegebene Kreise beziehen, in welchen, was das End-Resultat betrifft, nur 
Kreise und gerade Linien in Betracht kommen, lassen sich auch dann 
ausführen, wenn statt der drei gleichen Kreise irgend drei beliebige gege- 
ben sind. 

Es ist zum Beispiel leicht, einen Kreis, zu beschreiben der drei 
gegebene gleiche Kreise gleichartig berührt. Diese Bemerkung liefert 
uns eine neue Construction des Apollonischen Problems der 
Tactionen, wenn irgend drei beliebige Kreise gegeben sind, die von 
einem vierten berührt werden sollen. Man bestimme auf die eben er- 
wähnte Art den Mittelpunct eines Hülfs-Kreises, so dafs die, den gegebe- 
nen zugeordneten Kreise einander gleich werden, und construire dann die- 
jenigen beiden Kreise, welche diese drei gleichen zugeordneten Kreise 
sleichartig berühren. Die Polar-Kreise der beiden so bestimmten Kreise 
sind alsdann zwei verlangte. 

Ich gehe in kein Detail dieser Construction bier ein, weil in dem 
folgenden Paragraphen, dem der gegenwärtige hier seine Stelle verdankt, 
noch ein anderes Beispiel der letzten Übertragungsweise vorkommen wird, 

| Bonn, Eude October, 1831. 
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20. 


Analytisch-combinatorische Sätze. 
(Voın Herrn Prof. H. F. Scherk in Halle.) 


I. (Vergl. gegenw. Journ. III. Bd. pag. 97.) Biraet man alle Combina- 

tions-Formen ohne Wiederholungen aus den natürlichen Zahlen 1, 2, 3... 

....n zur mten Classe, zieht von jeder in der ersten Stelle jeder Form 

stehenden Zahl 0, von jeder Zahl in der zweiten Stelle 1, in der dritten 

2, ...., in der letzten 2 —1 ab, so erhält man alle Combinations- Formen 

mit gestatteter Wiederholung der Elemente aus den Zahlen 1, 2, 3,.... 
‚a—m-1 zur mten Ülasse. 

Beispiel. Es sei n—=3, n=3, so sind alle Combinationen ohne 
Wiederholung aus den Gröfsen 1, 2, 3, 4, 5, zur 3ten Classe, auf gewöhn- 
liche Weise geordnet: 

1.2.3, 1.2.4, 1.25, 1.3.4, 1.3.5, 1.4.5, 234, 23.5, 245, 3.45, 

Hiervon ab: 0.1.2, 0.1.2, 0.1.2, 0.1.2, 0.1.2, 0.1.2, 0.1.2, 0.1.2, 0.1.2, 0.1.2, 

bleibt: 1.1.1, 1.1.2, 1.1.3, 1.2.2, 1.2.3, 1.3.3, 2.2.2223, 2.3.3, 3.33; 

welches alle Combinationen mit gestatteter Wiederholung aus den Grölsen 
1, 2, 3 zur CGlasse sind. 

Beweis. Denken wir uns die Combinations-Formen auf die ge- 
wöhnliche Weise geordnet, so wird es, wie man leicht bemerken kann, 
zunächst darauf ankommen, zu bestimmen, die wievielste Stelle in der 
Reihe aller Formen eine aus gegebenen Grölsen gebildete Form ein- 
nimmt. Es ist aber eben so leicht, sogleich die allgemeinere Frage auf- 
zulösen, wie viele Combinations - Formen vor denen vorhergehen, welche 
eine beliebige Anzahl gegebener Anfangs- Elemente A,.A,.k,.... k, haben. 

a) Es seien demnach zuerst alle Combinations-Formen ohne Wie- 
derholungen aus den Grölsen 1,2, 3,.... 2 zur nten Classe gebildet. Kehrt 
man die Folge aller derselben um, so dafs diejenige Form, welche in der 
gewöhnlichen Anordnung die letzte Stelle einnahm, jetzt die erste, die 
vorletzte die zweite wird, u. s. f., — in dem obigen Beispiele 3.4.5; 2.4.5; 
2.3.9 etc., — so kommen gegenwärtig zuerst alle Combinations - Formen 
vor, in denen das erste Element größser als &, ist, folglich alle Combina- 
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tionen aus den n—k, Gröfßsen 4, +1, 4, .... zur ‚nten Classe, de- 

n—ku.n—k, —l..n—k,— 

ficient durch P/_,, bezeichnet werde. 


Hierauf folgen alle Formen, deren erstes Element #,, deren zwei- 
tes aber grölser als k, ist, folglich alle Combinationen aus den n— 4, Grö- 


fsen , +1, %,+?2, .... 2 zur Classe, deren Anzahl = 


n—k,.n 77, ist, und denen allen als Anfangs- 


ren Anzahl = 


ist, welcher Binomialcoel- 


Element vorgesetzt wurde. Dann kommen alle Formen, deren beide erste 
Elemente 4,.k, sind, deren drittes aber grölser als #, ist, folglich alle Com- 
binationen aus den Grölsen #,+1, zue (mn — 
Classe, deren Anzalıl = P/Z,, ist, und denen allen 4,.%, als Anfangs-Elemente 
vorgesetzt wurden. 


So geht es offenbar fort. Endlich kömmt man auf die Formen, 
deren 2 —1 erste Elemente k,....k,_, sind, deren !tes Element aber grölser 
als A, ist, folglich auf alle Combinationen aus den n—k, Gröfsen k,-+1, 

k;-+2,....n zur (m—l2--1)ten Classe, deren Anzahl = ist, und 
denen allen #,.k,....k,_, als Anfangs-Elemente vorgesetzt wurden. 

Nunmehr folgen die Formen, welche die verlangten / Anfangs-Kle- 
mente Ä,.Ä,....%, haben, welche man erhält, wenn man allen Combina- 
tionen aus den Grölsen +1, zur (m—-])ten Classe, 
deren Anzahl ist, die Zahlen Anfangs-Elemente vor- 
setzt. Folglich gehen den P Formen, die genannten / Anfangs- 
Elemente haben, bei der gegenwärtigen Anordnung: 

Formen voran. Da nun die Anzahl aller Combinationen aus den z Grö- 
fsen 1, 2, 3, .... zur zmten Glasse =P/ ist, so werden, wenn die ve- 
genwärtige Folge wieder umgekehrt, also die len wiederhergestellt 
wird, den erwähnten Pr, Formen, welche die gegebenen Anfangs-Wle- 
mente haben, 


nk 


Formen vorhergehen, welche diese Anfangs-Elemente noch nicht haben. 


Setzt man /=m, so werden vor der einzigen Form A, .%, 


th, 


Formen vorhergehen, wobei 
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N= + Po, 
ist, so dals Ä,.A,.A;....%&,„ in der Reihe aller Formen die (P}— MN)te ist. 


b) Bildet man auf gleiche Weise die Combinationen mit gestatteter 
Wiederholung aus den Elementen 1.2.3 ....v zur uten Classe, und un- 
tersucht, wieviele Combinations- Formen vor denen vorhergehen, welche 
eine bestimmte Anzahl gegebener Anfangs-Elemente %,.%.% .... % ha- 
ben, von denen angenommen wird, dafs x, nicht kleiner ist als #,, x, nicht 
kleiner als x, u.s.f., so findet man auf demselben Wege, wie vorher, die 
Anzahl der Formen, welche die genannten Anfanugs-Elemente haben, = 
a und die Anzahl der ihnen vorhergehenden Formen = 

angenommen ist. 


Setzt man so werden der einzigen Form %,.% 
u 
Formen vorhergehen, wobei: 


2 
ist, so dafs x,.%,.%; 2, in der Reihe aller Formen die (P, )te ist. 


u 


c) Setzt man nunmehr a=m ud v=r—m+1, so ist Py.-ı 
—= Pr, d.h. die Anzahl der Combinations-Formen mit Wiederholung aus 
den Gröfsen 1,2, 3, ....2—m-+-1 zur mten Classe ist eben so grols als 
die Anzahl der Combinations-Formen ohne Wiederholung aus den Grö- 


isen 1,2, 3, «... 2 zu derselben Classe. Setzt man ferner 

so sieht man augenblicklich, dafs M=N wird; da nun auch P,,,, = 
Pr ist, so nimmt folglich die Combinations-Form k.Ak»r—1.1,—2... 
m +1 in der Reihe der Combinationen mit Wiederholung dieselbe 
Stelle ein, als die Form A,.ka.kz .... k„ in der Reihe der Combinationen 
ohne W ne wenn folglich die einzelnen Elemente der gleichstel- 
ligen Formen von einander abgezogen werden, so ist die Dillerenz 0.1.2... 
m —1 constant für alle Formen w. z. b. w. 


Il. So innig der so eben angegebene Zusammenhang zwischen 
Gombinationen ohne und mit Wiederholung aus den natürlichen Zahlen 
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auch genannt werden muls, so giebt es doch einen andern noch innige- 
ren. Gegenwärtig haben wir nemlich die Formen der einen Art aus 
denen der andern Art hergeleitet, die Elemente aber sind verschieden, 
und auf gleiche Weise die Summen welche man erhält, wenn man jede 
Form als ein Product der dieselbe bildenden Elemente betrachtet, und 
alle diese Summen addirt (auf welche Weise die Gombinationen bekannt- 
lich bei allen analytischen Anwendungen vorkommen) ungleich. Fs ist 
aber eine Möglichkeit, mit beiderlei Gombinationen solche einförmige 
Veränderungen vorzunehmen, dafs Elemente und Kndresultate einander 
gleich werden, und zwar wird das erreicht, wenn man Operationen 
vornimmt, die den vorigen entgegengesetzt sind, also addirt, 
wo man vorher subtrabirte, und umgekehrt. Der zu beweisende Satz ist 
hiernach folgender: 


Bildet man alle Combinations-Formen ohne Wiederholungen aus den 
Zahlen 1, 2, 3, ....72 zur znten Ciasse, addirt zu jeder in der ersten 
Stelle jeder Form stehenden Zabl 0, zu jeder in der zweiten Stelle 
stehenden Zahl 1, zu jeder Zahl in der dritten Stelle ?,.... in der 
letzten m —1, betrachtet die einzelnen Formen als Produete und 
sucht die Summe derselben; und verfährt man auf gleiche Weise 
mit allen Combinationen mit Wiederholungen aus denselben Grö- 
fsen und zu derselben Classe, nur mit dem Unterschiede, dafs man 
gegenwärtig subtrabirt, statt zu addiren, und sucht man auch gegen- 
wärtig die Summe aller Producte, so sind beide Summen ein- 
ander gleich, nemlich =1.3.5 ....(!m—1)Pn. 


Beispiel. Es sei m=3, n=4, so sind alle Combinationen ohne 
Wiederholungen aus den Zahlen 1, 2, 3, 4 zur 3ten Classe: 


1.2.3+1.2.4+ 1.3.4 2.3.4 
Hierzu addirt: 0.1.2 0.12 012 041.2 


giebt 1.3.5 + 1.3.6 + 1.4.64 2.4.6 
5 +1S + 4 = 10 = 13.5.7. 


Behält man ferner von den CGombinationen mit Wiederholungen blofs die- 
jenigen bei, in deren zweiter Stelle nicht 1, oder in deren dritter Stelle 
nicht ? steht, da die anderen von selbst verschwinden, so hat man: 


4 

' 
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Ä 
Hiervon ab: 0.1.2 0.1.2 0.1.2 0.1.2 0.1.2 041.2 0.1.2 0.1.2 0.1.2 
| bleibt: 
ab: 0.1.2 0.1.2 0.1.2 0.1.2 01.2 
2.3.2+3.2.1+3.3,2+ 3.3.2 +4.3.2 
+ 12+ 6+ 12+ 185+ 2% = 105, wie vorher. 
Der Beweis dieses merkwürdigen Satzes auf rein combinatorischem 
Wege scheint mit Schwierigkeiten verbunden zu sein, die sich nicht leicht 
beseitigen lassen. Ich werde daher hier einen aus analytischen Betrach- 
tungen entnommenen mittheilen, und wenn diese Quelle auch eine ziemlich 
entiernte genannt werden muls, so gewährt sie doch von der andern Seite 
den Vortheil, dem eigentlichen Grund der Gattung von Veränderungen, 
die wir hier mit den Combinationen vornehmen, vollständig aufzudecken. 


a«) Aufgabe. Es sei X eine beliebige Function der veränderli- 
chen Gröfse x, und &?dx=dy, wo p eine beliebige positive oder negative 
Zahl ist. Den nzten Diflferentialquotienten von X in Beziehung auf y aus 
den successiven Differentialquotienten von X in Beziehung auf x zu finden. 

Auflösung. Es ist 


OX oX 
0 02 0x 
— 27-1 — - |, 


Hieraus läfst sich bereits sehr leicht übersehen, dafs der zte Dillerential- 
quotient folgende Form haben wird: 


da” 


\ 


= 
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so, dafs es gegenwärtig nur darauf ankömmt, das allgemeine Bildungsge- 
setz der von 2 und abhängigen Coelflicienten @(1,r), 
®(n,n) zu bestimmen. 


Differentiirt man nun die letzte Gleichung noch einmal, so hat man: 
X 


2Y 


(np-n+l)g(1, + (np-n+?)p(2, 7 


verwandelt man in derselben n in so 


und demnach aus beiden 
+1) = 
Pk,n +1) = 
Pr = 

Aus der letzten Gleichung sieht man, dafs ®(rz,n) eine Constante, folg- 
lich =@(1.1)=1 ist. Die Gleichung 
oder 
führt auf 

Man hat also noch die Gleichung 

Plk,n) = 1)P(k,n—1) 

aufzulösen. Zu dem Ende bemerke man Folgendes: Die Summe der 
Combinationen mit Wiederholungen aus den natürlichen Zahlen 1, 2, 3, ...»% 
zur Aten Classe läfst sich bekanntlich in zwei Theile zerfällen, deren er- 
ster das grölste Element k noch nicht enthält, und folglich aus den Com- 
binationen mit Wiederholungen aus den Zahlen 1, 2, 3, .... k—1 zur 
hten Classe besteht, und deren zweiter das grölste Element 4 in jeder 
einzelnen Form zum Factor hat, so dals dieser zweite Theil erhalten wird, 
wenn man alle Combinationen mit Wiederholungen aus den Zahlen 1, 7, 
3 00.. k zur (h—I)ten Classe in k multiplicirt, welche Zahl hierbei 
überall die Stelle des ten Elements einnimmt. Nunmehr nehme man mit 
allen genannten Formen folgende Veränderungen vor. Statt des ersten 
Elements £, jeder Form setze man t£, p; statt des zweiten Elements £, jeder 
Form setze man (4, +1)p—1; statt des dritten werde —?, +; 


k 


+1 
art! 


! 
x 
PR 
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statt des Aten £, werde (,+A—1)p—h-+1 gesetzt, so dals, wenn 

irgend eine beliebige Combinations-Form vorstellt, daraus eine andere 

gebildet werde, Hierdurch wird, was vorher die Summe der Combinatio- 
nen mit Wiederholungen zur Aten Classe aus den Größen 1,2, 3, ....% 
a in eine andere von % und X abhängige Function übergehen, die durch 

L (A, k) angedeutet werde. Auf gleiche Weise geht der erste der beiden 

=> genannten Theile in ‘%(%, k—1) über. Von dem zweiten Theile 
wird der eine Factor, der vorher die Summe der Combinationen aus 
Grölsen zur (%—1)ten Classe gewesen war, gegenwärtig durch %(A—1, k) 
ausgedrückt sein, und statt des andern Factors k, der überall die Äte 
Stelle einnahm, muls nunmehr (k +4—1)p —h-+1 gesetzt werden. Da nun 
mit den unzerfällten, und den in die beiden Theile zerfällten Combinatio- 
nen dieselben Veränderungen vorgenommen worden, so besteht die vo- 
rige Gleichheit noch, so dals 

ist. Setzt man nun hierin A=n—k, und vergleicht das Resultat 

mit der allgemeinen Gleichung für die Function ®: 
so erkennt man leicht aus ihrer Identität, dals wenn für Einen Wertlı 
von % und einen beliebigen von 2 
Dlk,n) = 

ist, dieselbe Gleichheit auch für den nächst gröfseren Werth von k, und 
folglich allgemein gilt. Nun ist aber Y/r—1,1) so zu bilden, dals statt 
der 'ombinationen zur (2—1)ten Classe aus der Zahl 1, d. h. statt des 
Vroduets aus a—1 Factoren, deren jeder —=1 ist, gesetzt werden muls: 


Dieselbe Quantität ist aber oben P(l,r) gefunden worden; und dem- 
nach ist @ (A,n)=W(n—hk,k) für k—=1, und folglich auch für jeden Werth 
von k. Hieraus folgt also folgende allgemeine Auflösung unserer Aufgabe ; 
Man bilde die Summe der Gombinationen mit Wiederholungen aus 
den Grölsen 1, 2, 3, .... zur (r—k)ten Ülasse, bezeichne irgend 
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eine beliebige der in ihr enthaltenen Formen durch /,.L..t;.... 
die Summe aller Formen durch S*1,.t,.t,....2,_ı, und setze 
so ist 
nY 
b) Aufgabe. Wenn Alles wie vorher bleibt, so soll der nte Dif- 
ferentialquotient von X in Beziehung auf x aus den successiven Differen- 
tialquotienten von X in Beziehung auf y gefunden werden. 
Auflösung. Der hier einzuschlagende Weg ist vollständig der- 
selbe, wie in der vorigen Aufgabe. Man findet nemlich sehr leicht, wenn man 


Fr) JI(k,n) O*X 


ac" 


setzt, dals 
= fk—,n 1) 
fn,n) = f(n—1,n—1) 


sein Musse, a abe 


die Auflösung der ersten jener 3 Gleichungen 

und der letzten 

Jan)=1. 
Zum Behufe der Auflösung der zweiten zerlege man die Summe der Com- 
binationen ohne Wiederholungen aus den Zahlen 1, 2,3, .... 2—1 zur 
hten Classe in zwei Theile, deren erster das grölste Element 2—1 noch 
nicht enthält, und folglich aus der Summe aller Combinationen ohne Wie- 
derholung aus den Zahlen 1, 2, 3, .... 2—2 zur Äten Classe besteht, 
und deren zweiter ein Product aus der Summe aller Combinationen ohne 
Wiederholung aus den Zahlen 1, 2, 3, .... 2—2 zur (k—1)ten Classe 
in a—1 ist. Mit allen Formen nehme man nun die Veränderung vor, 
dals wenn 


‚ und folglich f(1,1)=1 ist, so ist 


irgend eine beliebige unter ihnen vorstellt, statt derselben 
u, +1] ls Kun —h +1)p +r—1] 
gesetzt werde. Hierdurch wird die Quantität, die vorher die Summe der 
Crelle's Journal d. M. Bd. XL. Hit. 3, 31 
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CGombinationen ohne Wiederholung aus 1,2,3, .... 2—1 zur Äten Classe 
war, in eine andere Function übergehen, die durch F(A,r) ausgedrückt 
werde, und für welche man hiernach die Gleichung 
Fh,n) = F(h,n—1)+F(h—1,n—1) (r—h)p+h—1] 
haben wird. Wird hierin 7 =n— k gesetzt, und die resultirende Gleichung 
In—k,n) = F(n—k, n—1) + F(n—k—1,n—1) [kp+n—k—1] 
it der allgemeinen Gleichung für f: 
= fk—1,n—1)+ fi,n—1)[kp+n—k—1] 
verglichen, so erhellt, dafs wenn Einmal, nemlich für Einen Werth von 
k und einen beliebigen Werth von r, 
= F(a—k,n) 
gewesen ist, derselbe auch für den nächst größseren, und folglich für je- 
den Werth von / Statt findet. Nun war aber F(n—1,n) so zu bilden, 
dafs man an die Stelle jeder Combination aus den Zahlen 1,2, 3,....2—1 
zur (r—1)ten Ulasse, d.h. an die Stelle der einzigen Form 


setzen sollte: 
[@-9p+2] 
= 
welchen Ausdruck wir oben auch =f(1.r) gefunden hatten. Demnach 
ist 2) = F(n—k,n) für k=1, und daher auch für jeden Werth von 
Wir haben also von dieser Aufgabe eine der vorigen durchaus ana- 

loge Auflösung erhalten; nemlich: 

Man bilde die Summe der Combinationen ohne Wiederholungen aus 

den Zablen 1, 2, 3,.... 2—1 zur k)ten Classe, bezeichne irgend 

eine beliebige der in ihr enthaltenen Formen durch u, .Uz.Uz....U,_i, 

die Summe aller Formen durch Z""u,.u,.Uz..«.U,_, und setze 


so ist 


EX 


c) Von ailen Werthen, die man dem p in den vorigen beiden 
Sätzen beilegen kann, hat für uns gegenwärtig nur der Werth pp = —1 
Interesse. In diesen Falle ist also öy=x0x; ferner 


| 
j 
» 
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= 
oder wenn hierin 2—m-+1, n+1 resp. für k, 2 gesetzt wird: 
Statt, wie hier vorgeschrieben wird, jede einzelne Combinationsform 
aus den Combinationen mit Wiederholungen so zu verändern, dafs zu je- 
der ersten Zahl O, zu jeder zweiten 2, zu jeder dritten 4 u. s. f. addirt 
werde, kann man natürlich in jeder einzelnen Form zuerst zu jeder er- 
sten Zahl 0, zu jeder zweiten Zahl 1, zu jeder dritten 2, .... zu jeder 
letzten a —1 addiren, und sodann mit dem Resultate abermals diesel- 
ben Veränderungen vornehmen, wodurch ein zweites Resultat erhalten 
wird. Aber eben jenes erste Resultat ist nach dem in I. bewiesenen Satze 
nichts Anderes, als die Summe aller Combinations-Formen ohne Wieder- 
holungen aus den Zahlen 1, 2, 3, .... 2 zur ten Glasse. Bezeichnen wir 
also diese Summe, wie wir es schon gethan haben, durch Z" u, u, uzee.. u 
go ist: 

Ferner ist in unserm Falle, wo = — I gesetzt wurde: 

Sa, n) 0; 
wenn 2>2; hingegen f(1,)=1, f(1,9=—1. Endlich wird: 

Da man aber auch hier, statt sogleich jede einzelne Combinations - Form 
so zu verändern, dafs man ? von jeder zweiten, 4 von jeder dritten Zahl 
u. 5. f. abzieht, zuerst 1 von jeder zweiten, ? von jeder dritten, „...m—1 
von jeder letzten Zahl abziehen, und sodann dieselbe Operation wieder- 
holen kann, vor dieser letzten Wiederholung aber, wie aus dem in I. be- 
wiesenen Satze hervorgeht, das Resultat nichts Anderes ist, als die Summe 
der Combinationen mit Wiederholung aus den Zahlen 1, 2, 3, .... 2 
zur nten Classe, welche wir durch fz.... f„ bezeichnet haben, 


so ist: Sn, a m) —2).... —m+1). 

Diese Gleichung zeigt, dals nicht blofs f (1,2) =0 ist, wenn n>>?, son- 

dern dafs allgemein f(r, a+ m) =0 ist, wenn m>n ist. Denn da jede 

Form — m+-1) verschwindet, wenn nicht min- 

desteens = 5, ist, so würde die erste nicht ver- 
31* 


« 
& 
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schwindende Combinations- Form sein 1, 2 3,2... 772. Diese kömmt aber 
unter den Combinationen aus den Zahlen 1, 2, 3,....72, wo n<m ist, 
offenbar nicht vor. Dasselbe Resultat wird aber sogleich noch auf einem 
andern Wege erhellen, 

Die allgemeinen Gleichungen für ® und f gestatten nemlich in dem 


vorliegenden Falle noch eine andere, bei weitem leichtere Auflösung. 
Setzt man nemlich in die Gleichung: 
p=—1, so hat man: 
ok, n) = (In — n—1). 
Dieser Gleichung wird aber Genüge geleistet, wenn man 
setzt. Denn setzt man diesen Werth in die obige Gleichung, so erhält 
man, dals 
= (Aa —2k—1) + —k—2) Pi 
für jeden Werth von k und 2 sein müsse, was sich in der That so ver- 
hält, und folglich ist (—1)"71.3.5....(22—?2 TE der richtige 
Werth von ®(k,n), wenn man nur zeigen kann, dals er es für Einen 
Werth von k und einen beliebigen Werth von zist. Für k=1 erhält 
man aber hieraus 
Dll,n) = 
was mit dem oben gefundenen Werth von P®(1,r) vollständig überein- 
stimmt. Demnach gilt die gefundene Auflösung für jeden Werth von k. 
Auf gleiche Weise geht die allgemeine Gleichung für f: 
= fk—l,r—1)+ r—k—1)f(k,n—1), 
wenn 7=—1 gesetzt wird, in die: 
Sn) = fk-L,r—1) + (n—2k—1)f(k,n—1) 
über, welcher Genüge geleistet wird, wenn man 
(Ati 
setzt. Wird nemlich dieser Werth in die obige Gleichung gesetzt, so er- 
giebt sich, dafs erstlich für jeden Werth von k und z, 
sein müsse, welche Gleichung in der That immer richtig ist, und dals zwei- 
tens, für k=1, 
sein müsse, was sich gleichfalls so verhält, da wir oben gesehen haben, 
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dafs f(l,2)= +1, —1, oder ist, je nachdem 1,? oder >? an- 
genommen wird, und der Ausdruck (—1)""1.3....22—3P7” ganz die- 
selben Eigenschaften hat. 


d) Nunmehr ist es sehr leicht, den Hauptsatz, um dessenwillen 
wir zunächst diese Untersuchungen angestellt haben, zu beweisen. Setzt 
man nemlich 2— +1 und 2-+1 resp. statt in den Ausdruck für 
®(k,n), und z, n+m resp. statt k,n in den Ausdruck für f(k, n), so 
erhält man 
©(n-m+1,n+1) = (-1)" 1.3.52... (2-1) 

f(n, ntm) = (-1)” 1.3.5... (2m-1) Pr. = 1)" 1.3.5... (27-1) 


= f(nn+m) 
Für den ersten Theil dieser Gleichung haben wir aber (in I, c) den Ausdruck 
und für den zweiten Theil derselben den Ausdruck 
gefunden. Folglich ist 
welches der Satz ist, den zu beweisen wir uns vorgesetzt hatten. 


e) Die in diesem Abschnitte entwickelten Formeln enthalten die 
Mittel, den vorgelegten Satz noch auf einem andern Wege zu beweisen, 
und obgleich dieser Beweis mit dem oben gegebenen grofse Aechnlichkeit 
hat, so sei es doch erlaubt, ihn in Kurzem anzugeben. Setzt man nemlich 
p=}%, so gehen die allgemeinen Gleichungen für die Funetionen ® und 
f, die wir gegenwärtig zum Unterschiede von den Werthen, die wir durch 
die Annahme »=—-1 erhalten, durch © und f’ bezeichnen wollen, in 
folgende über: 

(kn) = (2) 
[ (kn) = f'(k—1,n—1)+(n 


Die Auflösungen dieser Gleichungen aber sind: 


1.3.d....( In —2k 


| 
\ ( 
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wie man sehr leicht aus der Zusammenstellung der Gleichung für D’ mit 
der für f, und der Gleichung für /’ mit der für ® erkennt. Setzt man 
nun 2, resp. statt n in ®’(k,n), nd2— m-+41, resp. statt 
k,n in f’(k,n), so hat man: 
1.3.5....{2m—1) pr _ (— 1)" f(n, n-+-m) 
n}+m 


Da nun die mittelsten Glieder dieser beiden Gleichungen identisch sind, 


so folgt hieraus: 


® (n, n+m) = f(n—m+1, = 


Setzt man aber in die allgemeinen oben (Il., @. und 5.) gefundenen 


Wertbe ven D/k, n) und f(k, n), p=5, so ergiebt sich: 


| 
f(n—m-+1, + +2)... (un Fm—1), 


und da diese beiden Quantitäten gleich sind, so hat man: 

== 

welches abermals der in II. aufgestellte Hauptsatz ist, der nun auf eine 

von der vorigen verschiedene Art bewiesen ist, da wir zu seiner Herleitung 

segenwärtig des in I. bewiesenen Satzes nicht bedurften. 


/) Es ist nicht ohne Interesse, zu bemerken, wie wir hier auf 
Funetiouen gekommen sind, aus denen die Combinationen ohne und mit 
Wiederholungen aus den natürlichen Zahlen, und die Binomialcoeflicienten 
zugleich abzuleiten sind, jene, wenn man p=1, diese, wenn man y=—1 
oder — } setzt. Es ist nicht unsere Absicht, hier auf eine fernere Unter- 
suchung der Eigenschaften dieser Functionen einzugehen; nur dies bleibe 
nicht unerwähnt, dafs es leicht ist, die Function f aus mehreren Functio- 
nen ®, und umgekehrt, ® aus mehreren f herzuleiten. 

Wir haben nemlich oben (IH., «. und b.) = aus den successiven 


Differentialquotienten 


E 
> 
or 
| 
> 
‚ch 
7 
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.... dar’ 
und umgekehrt 
0?X o"X 
ausgedrückt erhalten. ET wir kurz das vr Resultat so: 


und das zweite, in welchem n k resp. mit verwechselt werde, 


auf ähnliche Weise durch: 


NY 


Wird nun dieser zweite FIRE WERN in den ersten gesetzt, so erhält man: 

Die beiden zeigen an, dafs dem die Werthe 1,2, 3,...., 
und dem 2 die Werthe 1,2,....%k gegeben werden sollen. Offenbar kann 
man diese Bedingungen durch die andern ersetzen, dafs dem 7 die Werthe 
1,2, 3, ....72, und dem & die Werthe Z, +1, ....n, beigelegt wer- 


den sollen. Hiernach hat man: 


Wenn nun erstlich /=n ist, so ist auch Ä=n, und der Coeffcient von 
EX im zweiten Theile dieser Gleichung wird 


P= = 1. 

Der erste Theil der Gleichung wird also durch den einzigen Werth /=n 
bereits vollständig dargestellt; demnach müssen alle diejenigen Glieder des 
zweiten Theils, die durch die Annahmen /=1,2,3,....z—1 erhalten 
werden, sich gegenseitig zerstören, und daher, da die Function Ä eine 


r 


beliebige ist, der Coefficient von für jeden Werth von / besonders 


—=() sein. Folglich ist: 
= 0, 
für jeden beliebigen Werth von z und jeden Werth von 2, der <a ist. 


Ganz auf demselben Wege erhält man, wenn man nicht den Aus- 
druck des Differentialquotienten von X in Beziehun 


g auf x in den ten 


_ 4 
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Differentialquotienten von X in Beziehung auf y, sondern umgekehrt den 
Differentialquotienten von X in Beziehung auf y in den zten Differential- 
quotienten von y in Beziehung auf x substituirt, dafs: 


= 0, 


für jeden beliebigen Werth von z, und jeden Werth von /, der <2 ist. 
Giebt man nun diesen beiden Gleichungen die Form: 

= (n-1,n) y(l,n-1) —f(n-2,n) (l,n-2) + f(n-3,n) gll,n-3)....+ f(I,n), 
so zeigt die erste, wie f recurrirend aus ®, und die zweite, dafs D auf 
dieselbe Weise reccurrirend aus f zu bestimmen ist.— Dals einige der 
hier entwickelten Resultate auch einer rein analytischen Anwendung nicht 
entbehren, werden wir bei einer anderen Gelegenheit zu zeigen versuchen. 


E 
= 
r 
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21. 
Analysis aequationum aliquot, functiones duplicis 
argumenli (x,y) determinantium, videlicet 
2) 
1. =(,( 2), 
IL. (y 2). 
(Auct, Carolo Jok. Ds. Hill Lond. Goth. ) 


I. Analysis aequationis (ad funcetiones F, f determinan- 
das idoneae) 


seu etiam F(x, (y,:)) = F((x, y), 
P onatur [*y=p, atque f!z=9; eritque F*rg=F’z,. Quae aequatio 
differentietur secundum y et z, quo obtineatur 
1. = 
2. Fig. 29 = scilicet oFrz =F?z, etc.) 
Erit igitur exhinc = 99. Piz. dp, ideoque 
"Hobetur itidem ex op=/f’r, 
39 == pi quibus suflectis aequatio erit 
fr y.F’rz, Jam veroy est arbitraria, quae 


constans haberi seu poni potest; quo facto aperte funo- 


tio erit ipsius z, quae =, ponatur. At etiam tum fe ipsius p est 
funetio, quandoquidem f*c=p, ideoque tum x tum fc huiusmodi est. 


Ponatur igitur fy=f’ce= er et ita nostra aequatio erit 
Quae igitur ex regulis notissimis integrata suppeditat | 
Hinc vero elucet, functionem quaesitam (F*y) separabilem esse, i. e. 
ejusmodi ut simplici cuidam functioni (P) subjeeta quantitates ipsius arbi- 


trariae separatim exhibeantur (sub forma nempe P(Fry)=\r--Oy). 
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Patet vero, propositam funetionum formam, ejusmodi functionem sepa- 
rantem (®) locum haberi, semper testaturam. 

Quod vero ad functiones substituendas (> et 9) (seu f*y et !z) 
attinet, et hae ejusdem indolis invenientur. Quoniam enim F*g = FPz, erit 
su 

Hac igitur aequatione secundum x, y et z differentiata, obtinebimus 


l. ve= 


2. 07-99 = 
atque 3. 29.09 = 0: 
Funetionibus igitur @,p et Y,g9 ex aequat. (1.) et (3.) elicitis atque in 


(2.) substitutis, habebimus 
| 


x 


quae aequatio, cum x et 3 arbitraria sint, haudıquaquam aliter subsistere 
potest, quam uf ufraque ipsius pars eidem ipsius y functioni (ex. gr. 
—=x,.y) aequivaleat. Habemus igitur 


et Op. = Op.XıY5 
+ 


indeque integrando g=Q(Pz+xy), atque exsistenti- 
bus P et Q functionum arbitrariarum signis. 

Functiones igitur p et 9 ideoque et f ejusdem sunt formae ac F. 
Ut vero hae accuratius definientur, valores jam obtenti in aequationem 
primariam = (sew substituendi sunt; quae 
operationi ® subjecta in hanc migrat 

seu substitutione simplici eflecta 
= 

Positis vero Yr=Ä, 9: 
et Y(PÜ)=GU, erit X+HV/=GU+Z, ideo- 
que differentiando secundum X et Z, 1=G,D, et H/=1, iterum- 
que in et dY ducendo et integrand GV=U+a,ee 
PQ/=TV-b), ideoque 

= 


seu 


3 
- 
x 
\ 
Ei 
j 


21. Hill, aequationes functionales. 243 


quae aequatio bene sibi constat, si =. sumitur *). Ouoniam igitur 
YVPu=u-+a, et erunt et 
seu functiones P et () inversae ipsarum Y et ®, si const.2a—=( accipitur. 
atque similiter P"(®z+xy-+ a). Qui valores universim aequationi 
su satislaciunt. 

Sin vero praeterea jubetur, ut ety=f’zi.e. p eadem 
ipsorum x et y, ac 9 ipsorum Y et z, sit functio; facile demonstratur, 
functiones ®x et xx non nisi constante a se invicem diflerre posse. Quo- 
niam enim 

et 

ideoque, si in ultima y et z cum x et y commutantur, itidem 

qualiacunque x et y fuerint. Jam vero, functionibus %, x et ® vel di- 
versissimis exsistentibus, y obiter ita iu x exprimi poterit, ut universim 
st y=Py+xx, et tamen utraque hujus aequationis pars ar- 
bitraria et ex. gr. =u—a. Quo facto ert Yıu=Pu, quod = v 
ponatur, unde et invertendo Jv=u=@v. Patet igitur, universim fore 
funetiones ® et easdem, sicuti et ipsarum inversas et Sin 
vero functio ejus fuerit indolis, ut Du sit, exsistente 
c constante determinato; tum sane erit seu etiam 
exsistente 2 numero integro; ideogue, si hoe = v 
ponatur, erit invertende ideoque functio tantum 
constante a ® differet. Ejusmodi vero functionis @' indole posita, uni- 
versim ex aequatione = conduditur s=u-+ mc, exsistente 
numero integro. Erit vero ex aequationibus paulo ante positis 


*) Hanc analyseos partem aliquanto simplicius absolveremus, si proposwissemus 
hoc Lemma, ex Calculo functionum hauriendum: 


„Si fuerit, enit 
Y=cY-+o,, 
Z= 0,2460»; 
X Civ 


et cute atque Fu=u+ id quod facile de- 


monstratur. 


32 * 
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wWeoque 

haecque aequatio Jam pro valoribus quibusvis ipsorum x et y valet, id 
quod fieri nequit, nisi utrumque membrum constans fuerit, ex. gr. =. 
Erit igitur xgy=Py +b— mc, atque 
cum Yr=Px—nc site Ponendo vero x loco ipsius y, erit etiam 
xe=Px-+b—mc; quare numeri integri 2 et 2 aequales sint necesse 
est. Erit igitur demum 

ve= 

xe= Px—nc-b seu 


et 


atque 

fy= 
seu 
atque 


Quae quidem aequationes genuinam problematis nostrae 
seu 

solutionem exhibent. 


Hoc vero tantum addimus, si itidem requireretur, ut functiones F 
et f eaedem forent, @&+b=0 et P=9P ponendum esse, vel saltem 
erit, atque f(x, (y,=))=f(S(&,y),z), ut requiritur. Hic vero casus jam 
a cel. Abel in hujus Diarii T. I. p. 11, ita pertractatus est, ut simul 
f(#,f(y, z)) symmetrica foret functio; id, quod haud opus est, ut similis 
solutio obtineatur, sicuti ex praecedenti analysi patet, Haec altera condi- 
tio occurrit in problemate sequente, 


II, Analysis aequationis 


F (2, f(y,2))=F(y,f(®,2) seu (,(y2)) =(y; 2)) 
functiones F, f, F, f seu solummodo funetionem dupli=- 
cem (x,y) determinantis 


Ponatur f(y,2)=(y,2)=p, sen =9"z, 
et differentietur aequatio data (x,p) = (y,g) secundum y et 3; quo facto, 


= 
= 
* 
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erit p'.(&, P)=(y 7) *), atque 2)» ideoque 
su 


Jam vero habeatur z constans, ideoque et (=9Y:), 
functio solius 9, quam posteriorem per 1:90 designemus; nec non erit 


Pı:p'(= p/z:p'’z) functio solius y, scilicet = 1:0, Quarz: et substitu- 


tione rite elfecta 
eQ. seu 20. 


ideoque integrando Similiter obtinetur P)=J(Ä+P), 
existente X functio solius x, atque P solius p, indeque aequatio proposita 
suppeditat f(F+Q)=f(X+P), ideoque, si fu =fl'u est, et functio f tol- 
ktur, seu in signis separatis 


Ponebamus vero z eonstans, et ur = ze 0; Patet vero hauc aequationem 


pro z variabile etiam locum habituram dummodo aequatio (x, =) in 
subsidium vocatur. Haec vero conditio funetiones p et 9 determinat; me- 
lius tamen aequatio praecedens hoc adjuvat. Istam enim secundum x et 
= differentiemus, eritque 


posito seilicet F, loco ipsius F,u seu °F u, ideoque = . At 


Y(= Y(x,2)) ipso y caret, ideoque et utut = x) careat 
cesse est. Sit igitur =02 (= functioni z), eritque in- 
tegrando Y Praetereaque, cum jam =. sit, erit simul 
Y=Y(Z+Pxr), ideoque nostra aequatio exhibita in hanc migrat 


= 
seu In Oy+Yy=Fl+T), poit 


Ponimus (x,2)= 2) ‚et d (x, 2) == (x, z).' 


Si fuerit = (x,z) seu = z, erit nobis retro (reversim) z = (x,)-"!q seu 
= (a7, g) atque 
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Haec vero aequatio secundum Lemma subjunctum *) suppeditat seorsim tum 
Yo=e.g'+e, atque tum qua aequa- 
tione functio omnino determinata est, sieut Y et antecedentibus. 


Jam vero restituamus ®y-+-c,, in locum ipsius cY, et ponamus Z=x;, 
eritque nostra aequatio 


/ Pyro, 
ommino identica; quare nostra analysis bene sibi constat. 


Ut vero omnibus numeris absolvatur, vestigia Jam pervagata iterum 
et quidem paulo accuratius premamus. Habuimus igitur (yQ)=f(F+0), 
(a,p)= f(A+P) atque (FHO)=F(X+P), posuimusque tum F+Q = 
tum nempe separatim 
Om=Y(z,z), et = = functio ipsius g est, itemque X =Pr, 
et At invenimus 


atque 


Ouoniam vero (x, p), erit et fF(X+P)=f(Ä+P), 

ideoque IF u=fu, seu f(leu-+ec,—c,)= fu, quare functiones f et f non 

nisi constantibus argumentorum differunt. Erit praeterea 

ideoque invertendo p seu 


+2), 


Lemma. Sı fuerit YtX= FY+X), nempe Y=Y, et = 


Gi e. Y ei Y functiones solius 17 atqueX et X solius x), erit Y=cYte, 
X=c atque Fu=cu-+c,&c,,. 
Differentiemus enim secundunm et y; habebimusque F, .oY=CY, 


1 
© Y a 
idedque —>=75 id quod absurdum est, nisi utraque pars eideın constanti (c) 
eY 0X 


aequetur. Erit igitur Y, coX, ideoque integrando, Y- cX-+e, 
alque A= Tosito vero X+Y= uw, hisque valoribus in aequationem da- 
tam introductis, erit Fu=c 0.E.D. cor. Si fuerit 


Zu _ > > - 2 
> 
5 
= 
- 
| 
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posito scilicet P"'P(u)=u, et similiter 
(2) = 6); 
simulque, substitutione effecta, 

seu (,p)= f(e Erit his valoribus intro- 
ductis, ipsa aequatio ab initio proposita rite resoluta haec: 

Se Pe = 
quae aperte bene sibi constat. 
Ponamus vero 6,=ce, Og=c,+c.0g, eritque 
f(y; )=py=(y2)= P(xz+ey), et 


F (x, p) (x, p) —= = m)» et 
Fy)=(yn) = = 
Omnes igitur hae functiones eadem forma gaudent, ac (= 
quare et eidem aequationi diflerentiali satisfaciant, necesse est. Quam ut 
inveniamus, dilferentiamus aequationem secundum = 
et y, habebimusque pP, =Xı%-P7', ideoque 
seu —Lp,=Ls, y—Lx,z. igitur, nova di/ferentiatione insti- 


atque 


x P’ y Pı 
PPu—PuPp/, 


quae quidem universalis est cenditionis forma modo expetita, cui omnes 
istae functiones >, 9, r(=(x,p)), et s(=(y,9)) aeıque satisfaciunt. Haee 
de resolutione universali jam sufficiant. 

Sin vero in aequatione ab initio proposita unam eandemque ubi- 
que volumus functionem, ex. gr. (,p)=f(Ox+Yp)=F(x, p), et simi- 
liter ete; et Prey 3), 
atque Ideoque hoc casu aequatio data 

= 
Jam vero in hac eum ipsius z ponamus valorem, qui Yz= 0 efficiat, eritque 


ideoque ex cor. Lemmatis modo descripti tum 


tum 


seu (ponendo scilicet modo Pr =u et modo Py=u) 
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vfu= cute, = 

id quod non convenit nisi fuerit "=1 ete,=—ec,:c, ideoque aut 
Su=f(u+0e,), au fu=f(le—u) 

Jam igitur, si c=1 fuerit, fu omnino arbitraria manet; sin vero c= 

—1,c, ex indole functionis f determinetur necesse est, aut haec ipsa cer- 

tae sit indolis. Posito vero fu=v, erit invertendo 


1 
j u, aut 


ideoque fx aut 


i.e. Yz non nisi constante ab inversa ipsius fax differt, ideoque erit 
aut (constante scilicet ce in functione D® comprehenso ) 
= [Ox+f"2), 
functio duplieis argumenti ubique eadem (F), aequationi datae 
(2, 3))=(y,(&,z)) seu F(y,2))= F(y; I (x, 2)) 
satisfaciens. 
Ipsa vero aperte symmetrica evadit, ponendo 
su 
qui est casus Jam ab cel. Abel pertractatus. Generatim vero si dantur 
functiones (algebraicae vel transcendentes), (x, pP), (9), (6,2) =9 
(y,z)=p, aequationi datae (x,7)=(y,g) vel etiam speciatim differen- 


tialı isti (F', F'?, (F, Fr) 

satisfacientes (ubi # unius cujusque locum tenet), tum dantur functiones 

(2,%), quae harum argumenta separant, nempe ejusmodi uf universim 

sit. Haeque ex forma speciali functionis F facile 

determinantur. Est scilicet haecque pars dextra in 
= y 


factores separatos X: Y necessario resolubilis, ideoque Dx = 
atque Vy=c/Ydy. Res igitur maximi est momenti, ut perquirantur 
funetiones algebraicae vel transcendentes notae F(p,y etc.) isti aequationi 
differentiali satisfacientes, seu huic | 

cum ita indoles novarum forte functionum integralium pernoscatur, Non- 
nullae algebraicae jamı notissimae sunt, 

Praeterea vero monemus, ipsam formam propositam ad functiones 


iteratas pertinere. Si enim fuerit data functio fx = («, x) (Ex, g= etz), 


Br 

2 

> 
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'r 
ejusque iterata f’x= (a, x), proveniente scilicet (@) functione ipsorum «a 
et r in locum constantis datae «, erit ex indole harum functionum 


quae quidem aequatio istius ab initio propositae formam omnino refert. 
Quoniam vero ubique eadem sit, haec ex modo traditis ita resolvitur: 


r 
(x) = x). 
Nec infitias ibimus, nobis praesens problema ex ipsa iterationis theoria oc- 
currisse; in qua (mox edenda) ostendimus, quam affines functiones itera- 
tae eis, quae secundum hujusmodi formulam ade 
Jduntur, sint, et quomodo utraeque quasi unam eandemque familiam con- 
stituant. Ex problemate funetiones duplieis argumenti iterandi simile pro- 
blema functionale elicuimus, nempe hoc (si f est functionis cujusdam sig- 
num, sicuti (3,%,y), etc.): 
= (1, (W,&,Y); (v),y,x)), 

cujus analysin perquirendi potestatem et gaudium Leectori doctissimo re- 
linguimus. Quomodo ex hujus solutione Theoremata maximi momenti, 
tum functionum duplicium et triplieium indolem illustrantia, tum aequa- 
tionum diflerentialium inseparabilium integrationem subministrantia, elician- 
tur, olim docebimus. Interim functionum, secundum unum argumentum 
iteratarum, analysin breviter jam subjungimus in Problemate 113, 


111. Analysis aequationis functionalis 
quae indolem functionis f*z, ex iteratione ipsius fx or- 
tae, universim exprimit. 
Ponatur y=f’zs= (y,z), eritque aequatio data = (x, p), 
quae, secundum x et y separatim dillerentiata, praebet 


(e+y) = (&, 3), Ideoque 62 3) 


x,p 

Jam vero = pro constante habito, erit, ob p=(y,:), (y,x) functio quae- 

0 P) 1 

ö(z,p) 

4 

ideoque, ex regulis notissimis integrando, (x,?7)=P(x+P). Posuimus 
Creile’s Journal d. M. Bd. XL Hit. 3. Ä 33 


dam ipsius >, quam per zp usigniamus; habebimusque 


| 
r n n r 
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vero (y, 2) ideoque P=1, indeque dp.eP= 


dy, et integrando P=y-+Z, exsistente Z= 1. e. functione ipsius 
Erit igitur p)=Pa+P) 
sicut ÜUt vero jam hae functiones eaedem sint, nihil 
ulterius requiritur, quam ut Z eadem ipsius z sit functio (\)) ac P ipsius p, et ita 
Jam vero, si P(u+te)=Du fuerit, erit V(yz)=re+y+tYz, et in- 
vertendo (y2)=Y"(re+y-+bz), exsistente 2 numero integro. Prae- 
terea si ubique unam eandemque velis functionem (sicut et aequatio 
2) jubet), sit necesse est D(= e.) ipsius inversa, ideoque 
atque f hisque formulis, quae aequationi 
SP z=f”p ab initio propositae satisfaciunt, si vel c=0 fuerit vel )(u-+ re) 
= bu, problema nostrum solutum est. Hoc et ita nobis adgredi licet, ut 
x et y jam ab initio permutemus; quo facto in problema UI. incidimus, 


quod solutum praebet unde solutiones utrasque com- 


parando, Da = rc-+-x obtinetur. Utrasque formas junctim in usum vocando 
analysin aliquanto simplicius absolveris. Quacunque vero via ingressus fueris, 
semper ad eaudem formam resolutam pervenies, nempe fy=Y"(c-+Yby); 
quae docet, partim functionem iteratem f*y per simpliciorem x ejusque in- 
versam "x, easque unius argumenti variabilis sicuti functio iterata simplex 
f'y seu semper exprimi, — partim, dari functionem quae argumenta 
iteratae separet, scilicet praebeat L)f*y=x-- by, quae res in toto calculi 
analyticiı ambitu maximi est momenti. 

Ponend et fy=f""y=g"y= =, habebimus 
bg"y)='bu-Fiby, indeque videmus, funetiones bu et by invicem sibi addi 
posse seu in unicam ejusdem generis functionem Vz colligi, sicut trigonomettri- 
cae et ellipticae. Et vice versa demonstrari potest, has, Jam ob insignem hanc 
proprietatem civitate analytica donatas functiones, revera ad iteratas pertinere. 
Haec res multaeque aliae in causa fuerunt, cur Jam per multos annos singula- 
rem funetionibus iteratis dedimus curam, doctrinamque, quam de ipsis com- 
posuimus, olim publici juris faeciemus. Praecedens analysis ostendit, et alias 
funetionum formas huc pertinere. 


Fi 
x 
\ 
- 


4 
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29. 
De factoribus numerorum compositorum dignoscendis. 
(Auct. Carolo Joh. Ds. Hill Lond, Goth. ) 


I. elementis Arithmeticis modus, quo factores 2, 3, 5 (interdum et 11) 
ipsorumque potestates eliciantur, satis expeditus edocetur. Factor vero 7, 
quamquam simplicissimus, plerumque, defectu regulae commodioris, omit- 
titur. Hane igitur elementorum lacunam expleturi, modum G. W. Krafti; 
(Comm. Petrop. T. VII.) elaborantes, alium, ad factores quosvis eruendos 
aeque proficium, cujus alter casus quasi hujus inversus est modi, jam duo- 
bus abhine annis invenimus, quem breviter demonstrationibus omissis (quo= 
niam doctores has facillime inveniunt, et nobis otium rem tam fuse ex- 
plicandi, ut discentibus elucescat, desit) proponere liceat. Quamquam vero 
noster modus unico superstruatur fundamento, tamen ob commodiorem 
usum tridivisum exhibere licet. In unoquoque vero casu numerorum auxi- 
liarium indigemus, quorum inveniendorum modum postmodum trademus. 


I. Primus operandi modus hoc signo (2) vel (z.) de- 
finimus, ubi @ et v numeri sunt auxiliares a supposito factore (p) de- 
terminati; quorum y indicat, quales in classes distribuendus est numerus 
datus (/V), qui, num ex (p) componatur, perquirendus est; seu potius, y 
docet, num IV scribendus sit vulgari modo decadico seu in systemate arith- 
metico numerando, cujus basis est decem (quo casu v=1), an in illo, 
cui est basis centum (quo casu v=?2=IllI), an in millesimali (iv=3 
vel potius —=IIl, quoniam numeris romanis ipsum v insignimus) et s. p. 

Alter vero auxiliaris (@) constans est factor in primam sinistrarum 
classem ducendus; quo facto, prout signum + vel — super (@) posito ju- 
bet, productum ad classem sequentem addendum vel ab hac subtrahen- 
dum est. Jam si ipsum (@) satis parvum electum est, ita exoritur nume- 
rus ipso /V/ minor; hacque operatione saepius repetita, habebitur nu- 
merus (7) vel ipso > minor vel tam parvus, ac hac via haberi possit, quo 
facto facile aliquo modo dijudicabitur, num hic numerus (n) per > divida- 
tur nec ne, indeque idem de numero /Y arguetur. Omnes enim huc spec- 


tantes regulae eo redeunt, ut loco numeri majoris dati // proveniat minor 
35” 


+ 


je 
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(n), qui cum dato (/V) secundum divisorem (modulum) (7) congruum sit. 
Hic modus haud melius explicatur, quam ipsum ad exemplum applicando, 
cası v=1, quo quidem divisioni vulgari simillima nostra haeo est opera- 


tio (a .) N, in eoque hac tanto facilior, quod quoti ziphrae non quaeren- 
dae sunt sed jam in prima quaque classe dividendi (/V vel IV’) exstant. 


Sit Ex.I. gr a= 3, v=1, et V= 1777, qui numerus operationi 3. sub- 
mittendus est, quam in schemate a latere apposito 


jam absolvimus. Sinistra sc. ziphra 2? abseinditur, Ex. 1. 
ipsaque pro prima in quoto habetur, exsistente 3 di- 3. 2177 (2 
visore et 77 (residuo ipsius dividendo ; quare 
7—3.2=1; deinde idem cum novo residuo 17 per- 1|7 
. 3 . 
fieimus (7—5.1=4), et habemus factum (vel hoc (p=13)*) 4 


casu residuum) ultimum = 4, quod si per 13 (quem 


factorem per 3. recognoseimus, ut mox videbis) dividere liceret, et N(=?77) 
per 15 divideretur; sin minus, idem residuum (4) subministrat. 


+1 
Similis omnino est operatio (2.), praeterquam quod addendum sit 
productum, quod modo subtrahabamus. 


Sit Ex. gr. Numeri v, « Ex. 2. Ex. 3... Es. 3.b. 


iidem, ac in Ex. pr. eritque 2.3=6*, alr7 I) akl; 

74613; 3436; 27 

3.6=18,18+7=25; 3.245 =11, 13 113 (p=17) 376 

1+3.1=4, =N‘, Patet vero ope- 9 
+ 6| 7 

rationem 3. repeti posse, donec 48 40 3 

factum ultimum << 10 sit; Ex. or. 2] 5 17 3 

cum \==99. (Hoc vero casu justo 

laborosior est, quia numerus (3) | N = 9 

cum exponente (I) in forma (3 “ N=% 

quae ad factorem7 pertinet, optime 

haud sit electus.) 


Casu iterum v==2, operationes @. et @. eundem in modum ac «. et a. 
instituuntur, praeterquam, quod ziphra sinistrarum prima vel duae priores 


*) Ad ipsum schema complendum factorem (p), qui isto calculo eliciatar, ex 
tabula ad finern explicata et subjuncta excerptum apponimus, 


Br 
N 
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abscindantur et in (@) ducantur, factumque cum duabus proximis per + 
jungatur.,. Exgr. v=2, a=3, N = 99231. 


Ex. 4. Ex. 5. 
3.) 9lo2]aı 3.) 
"-77 

6153 1193 

33 

12|61 
(=109) _ (p=97) „36 
= 472 = 97 


(Computus Ex. 4& 2—3.9=65, 93—3.6=35, 51—3.3=42.) 
v=2, N = 56789. 


Ex. 6. Ex. 7. Ex. 7... 
—ı —11 
2.)5 2.) 4.) 
"10 10 -20 
5[75 7178 4178 
10 (p=7) 14 -16 
6/89 929 
(r=17) 12 (p=49) 18 
47 5 


+nı 


Inde vero facile intelligitur, quomodo computandae sint formulae (a. )», 


(2.) N etc.; quare nonnulla exempla apposuisse sufficiat: 
v=l11l(=3), N = 20641462357. It. N = 1821634, 


Ex. 8. Ex. 9, Ex. 10. 
2.) 206| 414162357 2°) 206| 414|62357 2.) 18|216|36 
442 36 
26[235 827662 18]036 
= -52 164 -36 
(p=167) 11837 327635 Ö 
835 797 
14 Ex. 12. 
ao=1. 3.) ısl216|36 
1.) 18517 (=N) 16[236 
(p=17,59) = 48 


(p=173,137) 219 158 


| 
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—y 
Not. Ad operationem (a .) observandum est, prima classe in (@) 
ducta secundam superante, vel mutuandum esse p vel hujus multiplum, 
vel a prima classe, quantum sufficit, detrahendum, ipsumque («) tan- 


tum in residuum ducendum. Sic pro (3.) 41, exoritur, loco 1—3.4, 
10+1—3.4—1)=?2 3.) 4| vel etiam (cum p=13 sit) 
-9 


2 
1+15—3.4=2. — Cum vero v>1 fuerit, huie incommodo etiam eo 
medetur, quod prima classis non vziphris, sed tantum v—1 vel v—2 etc., 
donatur, ut in Ex. 4, 5, 6,7, 8, 9 , 10, 12 jam eflectum est. Ex hac 
observatione Ex. 10. ita computaretur: 
152]163]16 »e = 181 + 1116316 


Obs. Patet, ipsum (2)=-362! (=2.181) 
p ve! multiplum np, quoties s|016 
exstat, omitti Posse. —16 
0 


ii. Alter operandi modus primo simillimus est, prae- 


terquam quod a dextra origo ducatur, Isque per vel 
insignitur. 

Nempe v ziphrae a dextra abscinduntur, abseissaeque in (@) ductae, 


vel a reliquis subducuntur, scilicet pro forma /V (..), vel ad has addun- 


tur, pro N(.a 


Ex. gr. Sit N= 4391633, v= 1, a=5, quare valor minimus for- 
mulae 4391633 (.3 =. (hoc enim schema (2) postponitur.), desideratur. 
Ex. 13. Ex. 14. 
Not. Nemo non videt, (3) 365816 
operationem @ divisioni in- 
versac, seu ei, quae a dextra (p=31) 
exordium facit, simillimam 503 3275 
esse, in eoque faciliorem, quod 
ziphra unaquaeque quoti jam 
datur: est scilicet dexterrima 
residui, quae abseinditur, 1=N 


nempe prima 3 (uti divisio sit SoN 


ji 
| 
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quasi 3) 63 (3\; altera =4 (quo casu divisio est 3) 15 (4), et sic 
residuum 54 


in reliquis. 


Operatio eundem in modum imstituitur ac (.u praeterquam, 
quod addatur, quod ibi subtrahabatur. Ex. 15. seu contracte: 


Ex. 15. 


Ex. 15. * 
ı + 
43916313. (.3) 43916313. (.3) 
17]? 
(p=29) 1712 43923 
440| 1 
392] 
573 
4413 
513 
9 
14 


Operationes ( a) eodem modo instituuntur, at duae ziphrae a dex- 
tra semper abseinduntur et loco quoti vel alterius factoris (in & scilicet 


ducendi) habentur. 


(«=3) Ex. 16. Ex. 17. 
N = 13101|23.(.3) — it. *132101|23.(.3) 
130132 321 
-96 17 
2417 


Obs. 


Exercitatus caleulator producta non subscribit, sed mente 
addit (in a) vel subtrahit, eoque computum contrabit, sicuti in Ex. 15. * 


Simile quid de reliquis Ce), (x) A (a eic, tenendum est. 
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Ex. 18. Ex. 19. 
zur+ 
785901476. (. 2 785901476.(. 2) 
*) 771638 79522 
12761 1084 
—1199 seu 1| 163 
IEI 
*) 7761380 
16= N, 


Not. *) Numerum datum vel jam obtentum (ut in hoc exemplo 
77658) nihili signo (O) praevie augere aliquando prodest. Ita enim et va- 
lores negativi evitentur et interdum factum minus obtinebitur. 


Not. Casus («=1) cum casu primi modi @e=1, omnino conve- 


v 

nit. Est scilicet (i.)= (1), atque 1.) —=+(.1); quae quidem signa, 
cum unitas non multiplicet, indicant, numerum, cui praefiguntur vel al- 
figuntur, in classes v ziphrarum esse distribuendum, hasque classes vel 


+ı 
sibi invicem addendas vel alterne subtrahendas. Signa vero (1.) seu (.1 ; 


(1.) seu (.1), et (1 seu 1) regulas, quae in elementis passim tra- 
duntur, pro factoribus 9, 11 et 101 recognescendis, breviter et concinne 
exprimunt. Si elementa scriberemus, hunc casum primo sane loco pone- 
remus, ufut qui simplicissima operatione aliquot factores statim prodit. 


til. Tertius demum et quidem ultimus noster operandi 


modus per (3. 0) et (2. a) insignitur; et ille jubet, ut a dextra ziphrae 
numero (y) abscindantur atque in (w) ducantur, reliquaeque sinistrae in (ß), 
productaque sibi invicem addantur aut a se subtrahantur, sicut signum 
+ indicat. 


+ 
Sit Ex. gr. numerus datus 13785 operationi hujusmodi per (3.8 


insignitae (quo casu P=3 et subjiciendus: 
quem in finem 1) duas zifras a dextra abseindo, . . ... 137 | 85 


partes modo abscissas duco, obtineoque producta . +11-+680; 
quae 3) tum ob signum —+ in summam colligo 1091, quae numerum dato 
minorem, jam hujus loco ulterius eodem vel alio modo perquirendum, con- 
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stituit; eodeni ita: 3+ 8 et tertia vie: 8 


10| 9 7 | 58 
728 21 
+ 30 464 
758 obtinetur 455 a priori parum diver- 


sus; et si jam quarta vice eandem operationem institueres, majorem ob- 
tineres numerum; quare jam ab hac operatione ulterius instituenda desi- 
stas. Monemus vero universim, et hanc et priores operationeg toties ite- 
randas esse, dum numeros parum diversos (ideoque hoc modo minimos) 
obtinueris ; hocque facto numeros jam obtentos invicem subtrahendos 
esse, ut numerum quam minimum obtineas. Sic in hoc Ex. obtinemus 
755—485 =273,. Sin vero jam aliqua operatio minores numeros ulte- 
rius haud subministrat, tum alia, ad eundem divisorem pertinens, eligenda 
est, et quidem ea, quae minori exponente gaudet. 


Quocunque vero modo duobus numeris (dato secundum divisorem 
aequivalentibus) inventis, minor numerus semper invenietur, si rationem, 
in numeris parvis expressam, rationi inventorum prope accedentem per= 
quisiveris, harumque rationum inaequalitatem vulgari modo (multiplieando 
terminos alternos et subtrahendo), perquisiveris. Ex. gr. 485:758 fere 
— 2:3 aut proprius = 16:25, quare diflerentia productorum alternorıum 
parva sit, nempe, 2.758— 3.485 —=61 et 16.755— 25.485 Loco 
numeri dati 13785 igitur alteruter horum, 61, 3, considerari potest — et si hie 


IT 


numero, cujus operandi schema est (3.5) ,„ minor est, aut non divisibilis, tum 
datus per eundem haud est divisibilis. 


At exemplum negativae operationis exhibeamus, nempe ex regula 


(8.3) jam instituendae cum numero dato 3784, 
quo facto obtinetur novus numerus 44 aut = — 2064252; 
quod idem valet, nam promiscue minorem a majori vel vice versa sub- 
trabi licet. 
Patet vero, duas operationes antea descriptas in hac contineri. Kst 


scilicet ) = et ) («.1), si zyfrae a dextra prima vice in cäl= 


culum vocatae interim folluntur; itemque 


atque (.a) (1.0). 
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His jam operationibus universim descriptis, brevibusque signis indi- 
catis, numeros auxiliares ad divisores primos minores attinentes calculavi- 
mus inque tabulam subjunctam collocavimus. 


Ut vero res melius elucescat, quae elementa magis tangunt, fusius 
explicemus. Quoniam vero factores 2 et 5 ipsorumque potestates partim 
ex regulis vulgo traditis facile dignoscuntur, et partim ad modum praesen- 
tem haud pertinent; de eis nulla exempla nobis afferenda sunt. Neque 


schema 1. vel .1 pro factoribus 3 et 9 valens aliquam moram nectit, cum 
regulam vulgo traditam seppeditet. Altiorum vero ipsius 3 potentiarum 
— 


cubus (3 = 77) schemate 1. et (s.1) seu (s.) facile agnoseitur. Sit Ex. 
gr. numerus datus V= 13 743 459, de quo, num per 27 dividatur, quaeri- 


tur. Primum ex signo Ill in schemate (i ;) occurrente in classes terna- 
rum ziphrarum seu millesimales distribuendus est numerus, nempe ita: 
13|743]459. Tum (ex signo +), quandoquidem 1 multiplicator nihil mu- 


tat, bae classes addendae sunt 13 + 743 +459 = 1215. Quoniam vero 


+ ıır 
1215 > 1000, seu plus quam tres ziphras habet, regula 1. iterum adhi- 


benda est, quo facto, obtinetur 1+-215=216. Jam igitur si numerus 
216 per 27 dividitur, idem numero /V contingit. Numerus vero 216 vel 
divisione (vulgari aut aliquo modo contracta, Ex. gr. cel. Fourrier) vel 


II 


ex regula schematis (8.1 seu (s .) comprobatur. Hunc in finem ita di- 


stribuatur: 2]16, et pars sinistra 2 in S ducatur, factumque (2.3 = 16) a 


dextra (16) subtrahatur. Jam, quoniam residuum nihilo aequatur, 216 


ideoque et 13743459 per 27 exacte dividitur. Pro altioribus quibusdam 
numerorum primorum potentis in tabula schematum regulas exhibuimus. 
Quae vero, si desiderantur, numeri auxiliaris vel separatim exquirendae 
sunt, vel tenenda est haec regula universalis: cum potentia numeri primi 
quaedam factores instar agnita est, tum per hanc dividendum esse, quo- 
tumque iterum comprobandum, donee iste numerus ulterius haud adsit. 


Quoniam vero ea, quae posthac in elementis Arithmeticis comme- 
moranda eredimus, aliquanto fusius explicanda sunt, regulas praesertim pro 
numeris primis vulgo neglectis 7, (11) et 13 minoribus et schematibus et 
verbis exprimamus; quo et horum mutuus sensus bene constet. 


>= 

F 
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Hae sunt partim communes, partim speciales. Numeris 7, 11 
et 13 communia sunt schemata 
a) (i.) et 2) (T.), 
seu regulae inde facile eruendae: 

a) 1. Numerus datus (/V), secundum hos factores perquirendus, primum 
millionesime (seu in classes vı ziphrarum) distribuatur, sicuti 
vulgo docetur in Numeratione, cum numerus signatus verbis ex- 
primendus est. Ex. gr. N= 375868 963° 864 365. 

2. Classes ita obtentae hexaziphricae (seu ziphrarum complexus, 
quae unitates, milliones, billiones, trilliones etc. enumerant) invi- 


cem addendae sunt. 2) 864365 

3. Si summa jam obtenta millione major fuerit, ar 
regulae a) momenta 1. et 2, iterum adhibenda Eee 
nt. 
3)+ 


Facit 733704 
5) Numero jam millione minori facto (vel dato), a dextra tres ziphrae 
atque a sinistris subducantur, vel vice versa . . ee 
(i. e. Numerus complexus, qui millia exprimit, ab isto, qui unitates 
enumerat, subducendus est, vel hoc ab illo.) Residuum ita obtentum 
ad factores 7, 11 et 13 aeque se habebit, ac numerus datus N; si 
per horum aliquem dividitur, et /V dividetur; sin minus, ut in hoc 
exemplo (29), nec N ex istis componetur. It. Ex. 56|759 


Specialia sunt: 733. 
+1 
I. pro divisore 7, schemata «) (2.), et £) (.2), quae regulas sup- 


peditant: 

a) Dato vel jam facto numero < 1000, ut tres tantum tencat zi- 
phras, duplum sinistrae dextris addatur; quod iteretur donee < 100 
factus sit. Jam si >70 fuerit, 70 subducatur, supereritque nu- 
merus <7, quem ex tabula multiplicationis, quam jam a pueris 
memoria tenes, ut multiplum vel non multiplum ipsius 7 facile 
agnoveris. Ex. gr. N=259=2]59. Res. 22439 17.9; 
ergo 259:7 = integro. 


34 * 


| 
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Ex. N=98=9|55; Res. ,9+55=76=70+6 = non mul- 
tiplo septenarii, ideoque neque 958, sed residuum 6 ex divisione 
relinquitur. 
ß) Duplum ziphrae dexterrimae a complexu reliquorum subtraha« 
tur (vel dexterrima bis a reliquis subducatur). 
Ex. gr. N=259=25|9; res. 23>—2.9=17 
(vel 25>—9=16, 16—9=]7). 
Fx. 955=95|8; non multipl. sept. 
Obs. Hae regulae etiam majores numeros aflıciunt, quanquam 
aliquanto laboriosius (vide Ex. 7. et 14.). Praeterea promiscue ad- 
hibentur, sicut commodius oceurrit. Si ziphra duplicanda > 6 fuc- 
rit, praevie cum 7 minuatur, si prodest. 


Es. 6). 


il. Pro divisore 11 schemate «) (G.) et ß) (1 .) sufficiunt, et valent: 


2) Si numerus datus <100, aut tantummodo <10000, complexus 
duarum dexterrimarum ziphrarum complexui sinistrarum addatur, 
Ex. =81[j29; N=81+29 = 110 = 11.10, 
2) Numero jam (per «) <100 facto, zyphris duabus eisdem scriptus 
erit, si datus ipsius 11 multiplus fuerit; ipsarum differentia enim 
aliter nihilo haud aequatur. Nam 


G.)7=7—-7=0; a (1.) 7=7-5=2 


Obs. Schema (1.) regulam continuae subtractionis, in 
nonnullis lLibris praescriptam, suppeditat. Si numeri subducti simul 
annotantur, quotum praebebunt. Ex. gr. 

Divisor 11) 135°2°7°6° #.... dividendus 
1229 7*8.... quotus 


6 residuum 


Exempli eomputus: 3—1=2, 5-1—2=5'—2=2 


(exsistente 5’ 4, unitate scilicet ipsi 2" subsequenti mufuo data), 
2—2=127—2= 10 = justo major, ergo, unitate mutuata 


| 
+ 
_ 
= 
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tandemque 4—8=14—5=6 = residuo; quod et ex nostris re- 
+vı — 111 
gulis prodit. Nam 1.V=352765=N', et 1.0 765—352—= 413, 


+1 
et 1.413) =4+13 =17, tandemque (1.)17=7—1=6. 
IL Pro divisore 13 (si numero <1000 dato) aptissima sunt sche- 


+1 
mata (4.) et (.4) seu regulae: 
a) Sinistrae (ternarum zyphrarum) quadruplum a complexu duarum 


dextrarum subducatur. 


Ex. N=733 = 7133, et 3—4.7=5 (confer Ex, 7. ı). 
Ex. 493 =403 83 —4.4 = — 13, 
ß) Quadruplum dexterrimae reliquis addatur, 


Fx. 733—=73]3; et 8+:4.5=25=2.13+2, 
ergo non divisibilis. 
. Ex. 405 = 4013040 +4.3= 537 = 4.13, aut 
5+4.2= 13; quare 403 per 13 exacte di- 
viditur. 

Ex eis, quae jam attulimus, facile quisvis intelliget, quomode sche- 
mata nostra verbis exprimenda sint, ut regulae ad factores primos quos- 
vis, tribus centenis (<{300) minores, agnoscendos idoneae ex tabula sche» 
matum adjuneta eliciantur; quin imo, si schematum jam ab initio descrip= 
tam explicationem memoria tenes, ipsa schemata idem ac regulae tibi 
valebunt. 

In Exemplis jam antea allatis aliguando subjunximus unum alte- 
rumve factorum primorum (>), ad quem schema ibi illustratum pertinet, 
ut in Ex. 13. (p=31). De qua re in universim tenendum est, schema 


(£ a) ad numerum &.10”-—ß vel ipsius factores a 2 et 5 diversos, et schema 
(ß a) ad numerum @.10’-+£ vel ipsius factores pertinere. Ex. gr. (5.2) 


ad %0—5=195—= 13.3.5, i.e. ad 13 vel ad 3 (non vero ad 5); (3.4) 
ad 403 = 13.31, vel ad 13 vel31, etc. Hujus observationis ope, si tabula 
factorum numerorum compositorum (ex. gr. Chernacii) ad manus tibi fuerit, 
facile numeros primos, quibus schema datum attinet, invenies. ÜUt vero in- 
verso ordine schemata datum numerum attingentia reperiantur, eaque usui 


accommodata, fusius res est pertractanda. 
(Cont. seq. prox.) 


3 
| 
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23 
De radice cubica celeriter extrahenda. 
(Auct. Carolo Joh. Ds. Hill Lond, Goth. ) 


|k ormulae, quas olim in hoc Diario ad aequationem cubicam y=3ay+?2ß 
resolvendam proposui, quamquam in universum convergentissimae, tamen 
casuı <=Ü0 minus convergunt. Ex nostro vero modo aequationes nume- 
ricas operationum convergentium ope resolvendi, quem olim tractatu ver- 
naculo fusius explicuimus, consequitur et modus ad hunc casum applican- 
dus, jam breviter indicandus. 

Sit @ numerus datus, ex quo radix cubica est extrahenda, hujusque 
valor aliquatenus approximatus (eo saltem, ut prima ipsius ziphra valens 


x“ 
rite electa sit) = x; ponaturque u=} (1 — =) . 


Jam vero calculentur hi valores uniformes: 


3 3 
u, (7 u, — (3 


similesque u;, u, etc.; seu posita functione 
3 2 


capiantur 


Deinde calculentur 


_A1—u _A1—u, 1-u, 
1—u 


seu, posita functione = capiantur 


ym yz=su=gfu, etc. 

Nempe universum „„=gf”u. 

Ouibus ad limitem praecisionis desideratum effectis, erit 

va = X. YıYır Ya“ 
seu 
| va=x.gu.gfu.gfu.gfu...gf'u, 

idque eo accuratius, quo plures factores admittantur. 

Sit Ex. gr. a=?, et z=1; eritque 
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Pr (&- 1 
\3 (126)? 768 144 387° 

253 253° __ 512 096 003 953° 
= 3.138.120°) (3.128.120°—2.253)° 703 144 384° 708 144 387 


Quoniam vero jam u, circa 3 000000 sit, erit 
2 

ideoque u, fere = 3 (m) —= 7.7707; quare cum radicis buic va- 


lori ipsius u, competentis correctio relativa sit y„„—1= 1-5, fere 


aut u, propre = 7.100» 


=u,,si vel z, omittitur, habebitur radix cubica (Y 2) accurata ad locum 


LVII decimalem. Ex valoribus modo calculatis obtinentur 
__ 768 144 131 


tc., 


5 127 768 144 131 
ideoque 1.y.y.y, seu ad locum XX'""" deci- 


malem accurats. Si vero ex valore ipsius u, modo exhibito praeterea 


computatur = habebitur ad locum 


accurata. 

Ex. 2 Sito=4, x=1, eritwe seu fere — 
0,05, ideoque u, = cireiter 3.(0,05)' =. unde jam operationis conver- 
gentia elucet; et obtinetur 

Ex. 3. Sit a=5, eritque (fere — 


. 2 13 13° 
6 5158 


v 5=2.-.z77'... ultra VI locos decimales accurata habetur, quam- 


1 
seu fere =; quare jam 


quam duo tantum factores corrigentes (y ei y,) calculati sunt et numerus 
datus 5 difhieillimo a —=4,5 satis accedit. Si enim factoris ope 10” 
numerum @ inter 1 et 1000 includeris et cubum proximum integrum ele- 
geris, in unoquoque alio casu u jam ab initio minor erit, indeque operatio 
tanto convergentior. 

Vides igitur hoc modo et simplieissime et celerrime ad radicem 
eubicam appropinquari posse. Simile quid ad radices omnis generis obti- 
neri potest. 


3 

etc. 
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24. 
Einige geometrische Sätze. 


(Von dem Königl. Pr. Lieutenant Herrn Gerwien zu Berlin. ) 


I. Umkehrung des Ptolomäischen Lehrsatzes. 


1. Liehrsatz. Nimmt man in einer Kreislinie um O (Taf. IV. 
Fig. 1.) drei Puncte 4, B, C an, und construirt die drei Kreis- 
örter um HZ, Z und X, welche sich mittelst des Verhältnisses 
der Entfernungen je zwei der Puncte 4, B und C von einem 
vierten in der Kreislinie um O angenommenen Punct D be- 
stimmen, so berühren sich alle drei Kreisörter in diesem 
vierten Punet D, und ihre Centrale HZIX bildet eine gleich- 
falls zu diesem Punct D gehörende Tangente für den Kreis 
um 

Construction. Halbire die von D mit 4, B und C gebildeten 
Winkel DB, BDC und ZDC, verlängere die Halbirungslinien bis zu den 
Seiten des A ABC, und zeichne Winkel ADE=DEH, IDF=DFl, 
KPRG= DGK, so bilden die um 7, I und X mit HD, ID und KD be 
schriebenen Kreislinien die in dem Lehrsatz näher bezeichneten Örter. 

Beweis. Zunächst ist darzuthun, dals jede von den drei gezeich- 
neten Kreislinien die in dem Lehrsatz vorausgesetzten Eigenschaften hat, 
dafs also bei der Kreislinie um Z z.B. für jeden beliebig in derselben an 
genommenen Punet X, XB:XC=DB:Dt ist. Winkel ZFD oder FbD 
+ BDF it =FDC+CDI, und Winkel BDF=FDC construirt, folglich 
ergiebt sich durch Subtraction JBD = CDI, weshalb A BID ähnlich 
AICD, also BI: ID=ID:IC, oder BI: IX = IX:IC sein muls. Daher 
ist auch A B/X ähnlich A CIX (Winkel C/X=BIX), und deshalb 
Winkel ZAC=IBX,. Nun hat man aber zugleich ZFX, oder ZBÄ+-FXB 
== IAC+CXF; demnach ergiebt sich durch Subtraction BXF = FÄC, also 
AÄB:AXAC=IB:FC, und da Winkel BDF=FDC gezeichnet ist, auch 
DE:DU=IB:FC, woraus XB:XC = DB: DC hervorgeht. 
Derselbe Beweis palst für die Kreise um Z und X, da beide in gleicher 
Art wie der Kreis um Z construirt sind; folglich haben die drei um Z, 


j 


2 
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H und X beschriebenen Kreise wirklich die in dem Lehrsatze vorausge- 
setzten Eigenschaften. Aus diesen ergiebt sich nun die eigentliche Be- 
hauptung folgendergestalt. 

Aus der Construction desOrts um I folgt, wie vorher gezeigt wurde, 
die Gleichheit der Winkel ZDC und DBC; DC ist aber eine Sehne des 
Kreises um O, also bildet DI für den Punct D eine zu demselben Kreise 
gehörende Tangente. Dasselbe ergiebt sich auch für die Örter um 7 und 
K aus der Gleichheit von 7DA mit ABD, und von XDC mit DAC; Tolg- 
lich bilden die drei Linien HD, ID und XD eine einzige, den Kreis um 
O in D tangirende Linie, und es müssen sich auch, wie es in dem Lehr- 
satze behauptet wurde, alle drei Kreise um /, FH und X in demselben 
Puncte D berühren, da in diesem ihre Begegnung statt findet, und die alle 
drei Mittelpuncte verbindende Linie HIX zugleich denselben Punct D 
durchläuft. 


Anmerkung. Ist zur Bestimmung des im Vorhergehenden wiederhoit constrmir- 
ten Orts, z. B. um I, kein Punct desselhen gegeben, sondern kennt man nur 
das Verhältnifs DB:DC, und die Lage der zu den Linien desselben gehören- 
den Endpuncte B und C, so kann man sich einen solchen Punct D leicht ver- 


schaffen, indem man über BC, mittelst der beiden gegebenen Verhältnilslinien, 
ein Ä\ beschreibt, u. s. w. 


2. Lehrsatz. Wenn in einem Viereck das Rechteck 
aus denDiagonalen eben so grofs ist, als dieSumme der bei- 
den Rechtecke, von denen jedes durch ein Paar Gegensei- 


ten gebildet wird, so lälst sich um das Viereck ein Kreis be- 
schreiben. 


Beweis. a, d, c, d sollen die Seiten, > und 9 die Diagonalen 
des gegebenen Vierecks, und zwar so bezeichnen, dals p die Enden von 
ae und 5, und 9 die von @ und d verbindet. Zeichnet man aus den Li- 
nien a, d, p des gegebenen Vierecks ein A 4BC (Fig. 1.), und bestimmt 
L so in p, dals b2d=9X LC wird, so ergiebt sich, da ac+bd=p.9 
oder vorausgesetzt ist, durch Subktraction, auch ec = 
9x AL. Es muls also zugleich e:9=4AL:a«, und d:g=LC:b sein. 
Wird jetzt um das A ABC ein Kreis (um O) beschrieben, und (sach der 
Anmerkung des Lehrsatzes 1.) ein Kreisort (um I) mit der Eigenschaft 
bestimmt, dals sich die Entfernungen jedes Punctes desselben von € und 


B,z.B. DC:DB= AL:a, oder c:9 verhalten; so ergiebt sich, wenn 
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man den Schneidungspunct D beider Kreislinien mit 4, B und C verbindet, 
nach dem Ptolomäischen Lehrsatz ax xXAD=BDXAL+BDXLC. 
Nach der Construction des Orts um Z ist aber DC:DB=AL:a, oder 
ax DC=BDxXAL; also erhält man durch Subtraction JBXAD=BDXLC, 
oder 4D:BD=LC:b. Es war aber früher d:y=LC:b bestimmt; 
foiglich ist zugleich DC:DB =e:9, und D4:DB=d:og. Construirt 
man daher einen zweiten Kreisort (um Z/) mit der Eigenschaft, dafs sich 
die Entfernungen jedes Punctes desselben von 4 und B wie d:g9 verhal- 
ten, so ergiebt sich die Lage des Punctes D zugleich in dem Ort um I 
und in dem Ort um //. Hieraus folgt, wenn man das gegebene Viereck 
so auf das construirte ABCD legt, dafs das von den Seiten «@, b, p be- 
stimmte Dreieck mit dem congruent gezeichneten A ABC zusammenfillt, 
der vierte Punct des gegebenen Vierecks sowohl in der Kreislinie um / 
als in der Kreislinie um /7 zu liegen kommen mufs, da sich die Entfer- 
nungen dieses Puncts von C und BD wie c:g9 und von 4 und B wie d:y 
verhalten. Beide Kreislinien haben aber nach dem in 1. bewiesenen Lehr- 
satze nur den Punct D gemein; folglich ist das gezeichnete Viereck ABCD 
dem gegebenen congruent, und es muls deshalb dieses wie jenes einem 
Kreise eingeschrieben sein. 


II. Beweis eines von Herrn Steiner verallgemeinerten 
Lehrsatzes des Archimedes. Siehe Band III. S. 210. d. J. 


Lehrsatz. Es seien M,, M, (Fig. 2.) irgend zwei Kreise 
(deren Durchmesser AB, CD), Ef sei ihre Linie der gleichen 
Potenzen (siehe Bd.I. 8.165. d.J.), und M sei die Mitte ihrer 
grölsten Entfernung ZD von einander. Beschreibt man ir- 
gend einen Kreis M, d.h. GHI, und hierauf zwei andere 
Kreise m,, m, so, dals beide zugleich innerhalb oder aulser- 
halb des Kreises M liegen und ihn berühren, und dals sie 
überdies die Gerade EF und respective die gegebenen Kreise 
M,, M, berühren, so sind die zwei Kreise »,, n, allemal ein- 


ander gleich. 


Beweis. 1. (8. Bd.I. S.173. und 174. d.J.) 
Ad M 
DE bildet den äufseren Ähnlichkeitspunct für die Linie Mm, 


G( EF und den Kreis um . . » En M 
I M 


Der Punct 
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z. B. XL trifft 4: denn m,K und AE sind beide senkrecht FE, bilden 
also die gleichen Winkel X n, M, und 4M,m,, weshalb auch AL m, = M,LA 
ist, und folglich XZ durch 4 läuft. 

2. (S. Bd.I. S. 175. d. J.) 


AEX AB M, 
DEx DCT bildet die gemeinschaftliche Potenz der )M, 


GIXGE( Linie EF und des Kreises um . . . JM 
IGxIE M 


z. B. AEXAB ist = AKXAL= (Tangente) A0°, da ABAL ähnlich 
AEK ist. (BLA= KEA=R.) 

Da ferner EF die Linie der gleichen Potenzen für die Kreise um 
M, und M, ist (s. Bd. I. S. 165. d. Journ.), so muls EM?— M,D’— 
EM}?— M,4° sein. Hieraus folgt, dafs auch 

(EM, +M, D)(EM,—M, D) = (EM,-+M,A)(EM,—M, A), d.h. 
3. EDXEC=EAXEB ist. 
Aus 2. folgt, wenn 77,0 mit r,, und a, N mit r, bezeichnet wird, dals 
=Am?—AExXAb, und 


Das Rechteck 


also auch 
= Am’— AEX BB-Lr’ sein mufs. Nun ist nach 3. 
DEXEC == AEXEB, folglich erhält man durch Subtr. 


= Am’—AE: oder, da r, und 7, die Projec- 
tionen von Zr, und Em, auf 
DA sind, 
. m, E—?r, = m, E’—?r, AE +r”, 
Zugleich folgt aus 2., dafs 
= Im?—GIxIE, und 


Gm ’—GIXxXGE also auch 
Gm’—GIXGE+r? Im?—GIxIE-+r,’ sein muls. Addirt man hiezu 
EIXGE — GExXIE, so erhält man 


Gm?—GE? +r?—= Im?—IE’+r}, oder, da r, und r, die Projectio- 
nen von Em, und Em, auf DZ sind, 


m, Ir, EG+r?=m,E’—Yr, IE+r?. Nach 4. ist aber 


m, E—2r, DE-+r? = m, demnach ergiebt sich durch Subitr. 
2r, IE, oder 
Rechteck r, (DE—EG) = r,(4E—IE). 
DE—EG ist aber =AE— IE, denn ED+-IE oder MD+MI muls 
= AE-+EG oder AM-+MG sein, da M nach der Voraussetzung 
35 
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halbirt; folglich sind auch die Grundlinien r, und r, der zuletzt genannten 
Rechtecke einander gleich, was zu beweisen war. 


1IIL. Beweise der im III. Bande S. 209. und 210. d. J. Nr. 17. 
und 18. von Herrn Steiner aufgestellten Lehrsätze. 


Lehrsatz 17. Sind 4, B, C diejenigen drei Kreise, von 
denen jeder eine Seite eines gegebenen Dreiecks, und die 
Verlängerung der beiden übrigen (Seiten) berührt, und man 
beschreibt drei andere Kreise a, b, c so, dals jeder zwei der 
drei ersten äufserlich und den dritten innerlich (einschlie- 
fsend) berührt, so schneiden die drei letzteren einander in 
einem bestimmten Puncte, und die Geraden, welche diesen 
Punct mit den Mittelpuncten der Kreise a, 5, c verbinden, 
sind respective zu den Seiten des Dreiecks senkrecht. 

Beweis. Fällt man aus dem Puncte P der gleichen Potenzen der 
Kreise B, (siehe Bd. I. S. 166. d. J.) Perpendikel p, p‘, p‘’ auf die 
Seiten /, 2‘, 2 des gegebenen Dreiecks, verlängert dieselben so um die 
Stücke v, v’, v’‘, dals sich die Rechtecke p(p-+v), p’(p'+v‘), 
eben so grols als die zu P gehörende Potenz ergeben, und beschreibt um 
die Mitten von p+v, p’+v‘, p‘‘-Fv' Kreise «@, db, e mit den Hälften der 
zuletzt genannten Linien, so bildet P zugleich den Ähnlichkeitspunct so- 
wohl für 2 und a, als für /‘ und d, und für /” und c. (Siehe Band 1. 
S. 170. d. J.) Da nun die gemeinschaftliche Potenz für 2 und a in Be- 
zug auf P nach der Construction eben so grols ist, als die Potenzen von 
A, B und C in Bezug auf P, zwei dieser Kreise aber / auf der einen 
und der dritte auf der andern Seite berühren, so folgt daraus, dals # die 
Kreise 4, D, C ungleichartig berührt. Dasselbe ergiebt sich auf gleichem 
Wege für die Kreise 5 und c; demnach zeigt sich, wenn man noch die 
Construction der Kreise @, 5 und c berücksichtigt, dafs wirklich sämmt- 
liche Behauptungen des aufgestellten Lehrsatzes Statt finden. 


Zum Beweise des Lehrsatzes 18. S. 210. d. J. sind die folgenden 
Vorbereitungen erforderlich. 

1. Die Potenz einer Kugel in Bezug auf einen Punct, 
und umgekehrt, soll (im Folgenden) das unveränderliche Rechteck hei- 


x 
+ 
kb. 
+ 
fi 
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[fsen, welches jede aus diesem Puncte nach der Kugel führende Secante 
mit ihrem äulseren Abschnitte bildet. 

2. Die Potenz einer Kugel in Bezug auf einen Punct ist dem Qua- 
drate jeder aus dem Puncte nach der Kugel führenden Tangente gleich. 

3. Verbreitet man die Central-Ebene MM,M,, dreier Kugeln, de- 
ren Radien r, r‘, r‘‘ sind, so bestimmen sich in jeder Ebene 3 Kreise, 
Der in dem Puncte P der gleichen Potenzen dieser Kreise auf die Ebene 
M M' M'' errichtete Perpendikel PX bildet einen Ort für alle Puncte, de- 
ren Potenzen in Bezug auf die 3 Kugeln gleiche Gröfse haben. Dieser 
Ort soll die Linie der gleichen Potenzen für die 3 Kugeln um 
M, M,, M,, heilsen. 

Beweis. Nach der Construction ist 


PM’— r? —= PM/’—r/’ = PM, ’—r,); also auch 
PM-+-PX’—r = PM’+PX—r?’= PM, ?-+PX’—r,?, oder 
MX—r = = M,X—r,,s 


welche Differenzen mit den Quadraten der aus X nach den 3 Kugeln füh- 
renden Tangenten gleiche Grölse haben, 

4. Die vier Linien der gleichen Potenzen, welche durch vier Ku- 
geln nach 3. bestimmt werden, schneiden sich in einem Punct. Im Fol- 
genden soll derselbe der zu vier Kugeln gehörende Punct der 
gleichen Potenzen genannt werden. 

Beweis. Zieht man die zur Construction der 4 Puncte der glei- 
chen Kreis-Potenzen in den 4 Central-Ebenen erforderlichen Linien der 
gleichen Potenzen, so bilden je zwei die Schenkel des Neigungswinkels 
von 2 der genannten Ebenen, da sie, von denselben 2 Kreisen bestimmt, 
auch von demselben Puncte der beiden Ebenen gemeinschaftlichen Centrale 
winkelrecht auslaufen. Nun liegen aber je zwei Linien der Kugelpoten- 
zen mit einem solchen Neigungswinkel in derselben Ebene, da beide auf 
den Central- Ebenen senkrecht stehen etc.; folglich müssen sich wirklich 
alle 4 Linien der Kugel-Petenzen in demselben Puncte durchschneiden, 

9. Liegt eine Kugel X und eine Ebene E im Raume fest, so las- 
sen sich stets in X zwei Puncte £ und 4’ von der Eigenschaft bestim- 
men, dafs jedes Rechteck, welches eine Linie zwischen 4 und einem be- 
liebig in E gewählten Puncte X mit der in diese Linie fallenden Sehne 4Y 
bildet, dieselbe Grölse hat. Ein solcher Punct soll im Folgenden der 
Ähnlichkeitspunct der Ebene und der Kugel, und das zugehö- 
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rige Rechteck die gemeinschaftliche Potenz der Ebene und 
der Kugel heilsen. 

Construction und Beweis. Wegen des Folgenden wollen wir 
setzen, dals E und X sich schneiden. Construirt man einen den Mittel- 
punet M von X durchlaufenden Perpendikel auf E, so ergeben sich in X 
zwei Durchschnittspuncete 4 und 4’. Dies sind die beiden Ähnlichkeits- 
puncte, und ihre Entfernungen von E mit dem Kugel-Durchmesser bilden 
die gemeinschaftliche Potenz für E und X: denn AX bildet mit dem auf 
E gefüllten Perpendikel ein rechtwinkliges Dreieck, die Sehne AY erzeugt 
mit dem Kugeldurchmesser gleichfalls ein rechtwinkliges Dreieck, und 
beide Dreiecke haben einen Winkel gemein; folglich muls die Behauptung 
Statt iinden. 

6. Wenn die gemeinschaftliche Potenz einer Ebene E und einer 
Kugel Ä eben so grols ist, als die Potenz einer zweiten Kugel % in Be- 
zug auf den Ähnlichkeitspuncet für E und X, %k aber E berührt, so mufs 
auch Ä berühren. 

Beweis. Construirt man nach 5. den Ähnlichkeitspunet A für E 
und X, und verlängert die Verbindungslinie zwischen 4 und dem zu E 
und / gehörenden Berührungspuncte X, bis eine von beiden Kugeln in Y 
veschnitten wird, so muls dieser Punct nach 1. und 5. zugleich in X und 
E liegen, da nach der Voraussetzung die Potenz von k in Bezug auf A 
eben so grols ist, als die gemeinschaftliche Potenz für Z und X. Hieraus 
folgt, wenn man Y mit dem Endpuncte 4‘ des 4 durchlaufenden Diame- 
ters von X, und X mit dem Schneidungspuncte € jenes Durchmessers in E 
verbindet, dals A YA ähnlich A 4XC ist, also Winkel 4YA4’ = Winkel 
ACA sein muls, folglich Y4‘ den Endpunct des X treffenden Diameters 
der Kugel /% durchläuft. Die Durchmesser beider Kugeln sind aber parallel, 
nach der Voraussetzung; demnach wird die Y und den Mittelpunet von X 
durchlaufende Linie auch den Mittelpunct von X treffen, woraus hervor- 
seht. dafs sich beide Kugeln in Y berühren. 

Mittelst dieser 6 Sütze ergiebt sich der Beweis des Lehrsatzes 18, 
Bd. III. S. 210. d. J., analog mit dem bereits entwickelten Beweise des 
Jiehrsatzes 17., folgendergestalt. | 

Lehrsatz 18. Sind 4, B, C, D diejenigen vier Kugeln, 
von denen jede eine Seitenfläche einer gegebenen dreisei- 
tigen Pyramide und die Verlängerungen der drei übrigen 
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berührt, und man beschreibt vier andere Kugeln a, b, c, d so, 
dafs jede drei der vier ersten äuflserlich und die vierte in- 
nerlich berührt: so schneiden die vier letzteren einander 
in einem bestimmten Punct, und die Geraden, welche die- 
sen Punct mit den Mittelpuncten der vier Kugeln a,b, e, d 
verbinden, sind respective zu den Seitenflächen der Pyra- 
mide senkrecht. 

Beweis. Fällt man aus dem Puncte P der gleichen Potenzen der 
Kugeln 4, B, C, D (siehe 4.) Perpendikel p, p‘, p”, p‘ auf die Seiten- 
flächen E”, der gegebenen Pyramide, und verlängert dieselben 
so um die Stücke v, v‘, sich die Rechtecke p(p-+ v), 
p’(p'+v), +V), eben so grols als die zu P ge- 
hörende Kugel-Potenz ergeben, und beschreibt um die Mitten von p+v, 
+ Kugeln a, b, c, d mit den Hälften der zuletzt 
genannten Linien: so bildet P (siehe 5.) zugleich den Ähnlichkeitspunet 
sowohl für E und «a, als auch für E’ und 5, ferner für E’ und c, und 
endlich für E‘’ und dk Da nun die gemeinschaftliche Potenz für E und 
a in Bezug auf P (siehe 5.), nach der Construction, eben so grols ist, als 
die Potenzen von 4, DB, C und D in Bezug auf P, drei. dieser Kugeln 
aber E auf der einen und die vierte auf der anderen Seite berühren; so 
folgt daraus (siehe 6.), dals @ die Kugeln 4, B, C, D ungleichartig be- 
rührt. Dasselbe ergiebt sich auf gleichem Wege für die Kugeln d, ce und 
d; demnach zeigt sich, wenn man noch die Construction der Kugeln 
a, b, e und d berücksichtigt, dafs wirklich sämmitliche Behauptungen des 
aufgestellten Lehrsatzes statt finden. 


Schliefslich ist noch anzuführen, dafs sich die vorher abgehandel- 
ten Haupt- Lehrsätze (17. und 18.) bei Dreiecken und Pyramiden wieder- 
holt ergeben, wenn man nicht allein die Kreise am Dreieck und die Ku- 
geln an der Pyramide, sondern auch den Kreis im Dreieck und die Ku- 
gel in der Pyramide mit unter die Voraussetzungen aufnimmt, 
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25, 
Sur la valeur de 0°. 


Dans un memoire sur les fonctions discontinues, que Mr. Libri a fait 
inserer dans ce journal (T. X. cah. 4.), il fait usage de l’expression 0°, 
dont il considere la valeur comme &tant toujours &gale Punite. C'est 
aussi l’opinion presque unanime de tous les geometres, dont les ouvrages 
sont ü ma portee. Pourtant il me semble que les divers raisonnemens 
qu’on a employes pour d@montrer cette &galit& reposent sur la generali- 
sation non permise d’un cas particulier, et que, s’ils &toient bien fondes, 
on devoit aussi soutenir, que la valeur de $ est toujours &gale ü lunite. 
Par exemple, Euler dans son Trait@ d’algebre (T. I. $. 175.) argu- 
mente comme il suit: parcequ’on a 


a 0 


--!‘=1 


a 

il suit que a’ est toujours Egal ü Tunite, soit que le nombre « soit grand 
ou petit, et möme si @ est @gal ü zero, de maniere que la valeur de O' 
est certainement €gale ülunite. Mais pourquoi ne pas dire encore: parce- 
qu’on a toujours 
a 
sans «ue cette &galit@ depende de la valeur du nombre «, elle subsistera 
encore si l’on a 


1 


a=h(, 
c’est-ü-dire qu’on aura toujours 
0 


I 4? 
1: 


il en est de m&me avec la d@monstration deMascheroni queMr. Libri 
a citce. Car n’en suit=il pas Eegalement que, parcequ'on a 


(a — a)” == 1 
on a aussi 


1? 


La d@monstration de Mr. Libri me parait encore sujette aux 
memes objections. En eflet, personne ne contestera que la valeur de 
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. a .,r A 
expression — est towjours egale ü Pımite, au cas mÄöme suppose 


«=, alors la valeur de 6’ comme celle de 3 est @gale ü lunitd, Mais 
comme il n’en suit pas que la valeur de soit Zoujours &gale 
de möme on n’en doit pas conclure qu’on a toujours 

Pour prouver cette &galite il faudroit d@montrer que la valeur de [fa] 
est toujours d&gale A lunite, si Ton a deux fonctions f(x), F(y) qui se 
changent en zero, pour les valeurs e=«, y=b, ce quon n’a pas fait 
jusqu’äü present, 

Selon mon avis lexpression 0’ n’est autre chose que lexpression 
0',07!, et comme cette derniere expression qui est dgale 0.x 
peut avoir toutes les valeurs comprises entre — x et x, de m@me liex- 
pression 0° peut avoir toutes ces valeurs. Mr. Cauchy est le seul auteur 
jai trouve la opinion. Dans le Resume des lecons donnees 
lecele polyt. sur le cale, infinit. pag. 25. il dit: „I arrive souvent que 


cette forme (3) se trouve remplacte par lune des suivantes x, 0’ etc. 


Dans un ouvrage anterieur du m&me auteur (Cours d’Analyse 1" part. 
pag. 69.) on trouve la formule 

cest=-ü-dire que 0° peut seulement avoir toutes les valeurs comprises 
entre 0 et x, mais cela nous parait ütre moins exact. Peut-etre Mr. Libri 
aura=-t-il la bont@ de nous donner quelques Öclaireissemens sur cet objet 


par la voie de ce journal. 


Le 20. Juillet 1833. S 
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26. 


Über die Taylorsche Reihe; nebst einer Anwendung 
auf die Zerlegung der algebraischen Brüche. 
(Von Herrn Dr. Schellbach zu Berlin. ) 


zy=z, 


wo y und z Functionen von x sind, so ist, wenn man nach x differenzürt, 


Ex 02 
0° 7 dir... 
0x? 0x: "0x3? 
Die successive Substitution der Werthe von y, —-, =, .... aus 


diesen Gleichungen in (1.) giebt 
3 
wo wir uns der Bezeichnung des Herausgebers d. J. bedient haben, welcher 
4. = (u-+e)" 
setzt. (S. Band VII, Heft 5. dieses Journals.) Hiernach ist also 
1.2.3.8... 
Als Anwendung der Reihe (3.) nehmen wir an 
wo fix) kein « enthalten soll, y eine Function von x, @, ? ist, und 
auch den Factor (e—«) in irgend einer positiven Potenz enthalten kann. 
Vergleicht man diese Ausdrücke mit (1.), indem man y dem y, x —a 
dem x und f(x+4h)— f(@a +4) dem  gleichstellt, und diilerenzürt nach 
a, so verwandelt sich (3.) in 
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(2—a)’ O’f(e+nh) 
— flath) = (1,+1) da (1, +1, 2 da? +1)’ da: + .. 


(x—a)" O"flatk) , (a—a)”t (flaeth)— f(at+h) 
(1,+1)" +7 (i,+1)”" da ): 

Dies ist die Taylorsche Reihe in ihrer anwendbarsten Form. Um nur 

ein Beispiel davon zu geben, so setzen wir 7 =0, schreiben n—I statt 

n und dividiren die gauze Reihe durch («—.«)”; dann entsteht 

1 ofa 1 fa 

= da + (1,+1)’(a-a)'* da? (1,+1)’(&-a)’ (a? 


(x—a) Oftath) | 8° f(a+h) 


Soll jetzt der Bruch =, in welchem Px und #x algebraische ra- 


tionale Functionen von x sind, in Partialbrüche zerlegt werden, und man 
hat Fr=(x—a)"b)x, so kann man setzen: 

Die Vergleichung dieser Reihe mit (7.) ergiebt auf der ia dals 
irgend ein Zähler 4, dieser Partialbrüche ausgedrückt wird durch 


8. 


4, (1,41) da’ \ya/" 
22-—3 
Es sei z.B. Gen = zerlegen. Wir setzen 
Für e=—1 erhält man hieraus nach (9.) sogleich die 3 Zähler 
1 1 


welche zu den 3 entsprechenden Nennern 
(+1, 
gehören. Der vierte, zum Nenner x —2 gehörige Zühler findet sich eben 


so gleich „4, daher ist 
220 —3 5 — 1 1 
In solchen und ähnlichen Fällen möchte vielleicht kein anderes \Ver- 
fahren so schnell zum Ziele führen. 


Die höhern Differenziale eines zweiseitigen Produets lassen sich be- 
kanntlich bivomisch entwickeln: es ist nemlich 
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11, 


12. 


Setzt man hier ur und y= va, so kommt: 


Diese Reihe geht mit Rücksicht auf (9.) über in 

Durch diese Formel lassen sich die spätern Zähler aus den schon berech- 
neten frühern finden. Sie liefert die bekannten Gleichungen: 


Ga = A,Yu, 
89a = Aveo, 
Ve, 


deren allgemeines Gesetz aber gewöhnlich nicht dargelegt wird. 
Berlin, im Juli 1833. 
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Theorie der Kettenbrüche und ihre Anwendung. 


(Fortsetzung des Aufsatzes No. 1. im ersten, No. 10. im zweiten, No. 18. im dritten, No. 30. im 
vierten Hefte X. Bandes, No. 4. im ersten und No, 12. im zweiten Hefte dieses Bandes.) 


(Von dem Herrn Dr. Stern, zu Göttingen.) 


93. 


Laagrange hat ein Mittel angegeben, die Theilnenner U. w. 
von einer gewissen Grenze an zu finden, ohne dals man die Wurzeln der 
entsprechenden Gleichungen 

zu suchen braucht. Ein solches Mittel war bei seiner Methode um so 
nothwendiger, weil das Aufsuchen der Wurzeln gerade der schwierigste 
Theil derselben ist. Bei unserer Methode ist das Bedürfnifs desselben 
freilich weniger fühlbar, aber es kann doch mit grolsem Nutzen angewandt 
werden, weil man durch dasselbe, je weiter man in der Rechnung fort- 
geht, auch desto mehr Theilnenner durch eine einzige Operation erhält, 


ohne die Wurzeln der diesen Theilnennern entsprechenden Gleichungen 
suchen zu müssen. 


Diese Verbesserung Lagrange’s besteht, genau betrachtet, in nichts 
Anderem, als in der Verbindung der Neutonschen Aunäherungsmethode 
mit dem Gebrauche der Kettenbrüche, und leidet an derselben Unvoll- 
kommenheit, wie diese. Bekanntlich besteht das Wesentliche der Neuton- 
schen Methode in Folgendem. Kennt man schon einen Näherungswerth » 
der Wurzel einer Gleichung f(x)=0, so setzt man =p-+w, wodurch 
man nach dem Taylorschen Lehrsatze die Gleichung 


erhält, und wenn man die in höhere Poterzen von 
vorkommen, vernachlässigt, so hat man 


ef(p) .d 
oder w= — 


woraus man den neuen N ia 
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of(p) 
erhält. Auf ähnliche Weise kann man verfahren, wenn man m itHülfe 
der Kettenbrüche schon einen Nüherungswerth gefunden hat, um einen 
oder mehrere der folgenden zu finden. Man nehme an, es sei die Glei- 


chung 4x" gegeben, und man habe 
den Nüherungswerth 
sefunden, der wahre Werth sei 


so sind die Größen 


a, An—ı q An I 
zwei auf einander folgende Nüherungswerthe von x, und der wahre Werth ist 


z.d, An ta, z.p+ ) 
= N — I P 
ode! 
1 


Nach der Neutonschen Metliode findet man aber, wenn man z—=+--+, 


setzt, den Näherungswerth 


Substituirt man nun diesen Werth statt x in (1.), so hat man 


_P 
v If 


2 
Dieser Werth von z kann noch auf andere Weise ausgedrückt werden. 
Substituirt man nemlich in der Gleichung f(x)=0, statt x den Werth 


so erhält man, nach gehöriger Reduction, eine neue Gleichwig 
— 
B=z" + B:""+...B,=0, 


deren Coeffieienten mit denen der Gleichung x(x,.)=0 nothwendiz 
identisch sind. Man findet aber 


R mn A p” 4 4,.p”?2.0° + 4,.9”. 


8 
= 
p’ a.a p 
P\.{P 
p ( ( 
q P 
of (2) 
q 
p=+p° 
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4. + (m—1) A, + (m—2) 
Hieraus folgt 


= (pg’—p" 9) [m Ap""+(m-1)4,.p" 
es ist aber 


B 
folglich 


5. 


Dies ist die Lagrangesche (Legendresche) Formel. Verwandelt man 
den Werth von z in einen Kettenbruch, so findet man hierdurch einen 
oder mehrere der auf «@, folgenden Theilnenner. 


Das Neutonsche und das darauf gegründete Lagrangesche Ver- 
fahren haben die Unvollkommenheit, dafs man Glieder vernachlässigt, 
deren Werth und Einfluls auf das Resultat man nicht kennt, und dieser 
Umstand ist bekanntlich gerade die Ursache, weswegen Lagrange dieNeu- 
tonsche Methode als unbrauchbar verworfen hat *). Freilich hat Lagrange 
Mittel angegeben, wodurch man eine Grenze der vernachlässigsten Größe 
bestimmen kann. Immer aber bleibt man darüber in Ungewilsheit, wie 
viel Theilnenner des Kettenbruchs, der den Werth von z angiebt, auch 
dem wahren Werth angehören. Das Lagrangesche Verfahren ist aber, 
eben so wie das Neutonsche, einer weiteren Ausbildung fähig. Hier- 
zu braucht man nur zwei Grenzen zu finden, zwischen welchen jedes- 
mal 3 eingeschlossen ist; entwickelt man die Werthe dieser Grenzen in 
Kettenbrüche, so gehören die ersten Theilnenner, die beiden gemeinchaft- 
lich sind, nothwendig dem wahren Werthe von z an. Zur Auflindung 
dieser Grenzen führen folgende Betrachtungen. 


94. 
Die Untersuchungen über die Realität der Wurzeln der Gleichung 


fix)=0 müssen uns, nach den früheren Erörterungen, wenn wirklich 
reelle Wurzeln vorhanden sind, jedesmal zu einer Gleichung ®(x,) = 0 


*) Resol. des dquat. num, Note V. 
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führen, die so beschaffen ist, dafs innerhalb der Grenzen «a, und a„+1 
nur Eine reelle Wurzel derselben liest, wenn die Wurzeln nicht schon 
in der Gleichung f(x) =0 selbst getrennt sind. Entwickelt man dann 


die neue Gleichung X =0, indem man x, = «a, + setzt, so muls 


diese letztere Gleichung eine und nur eine reelle Wurzel haben, die >1 
ist; ist diese Wurzel zwischen den Grenzen «@,;, und «,,,+1 enthalten, 
so muls die Zeichenreihe [a,;, +1] nur positive Zeichen enthalten, weil 
zwischen @,,, +1 und ® keine Wurzel liegt: dagegen muls in der Zei- 
chenreihe [@,;.] ein und nur ein Zeichenwechsel vorkommen. Eben so 
wird die folgende Gleichung Y(x,4.)=0, die durch die Substitution x, = 


la + en entsteht, eine und nur eine reelle Wurzel haben, die >1 ist, 


und wenn diese zwischen den Grenzen @,,, und @,7+1 eingeschlossen 
ist. so muls wieder [a,4 +1] nur positive Zeichen, [@,,.] einen Zeichen- 
wechsel enthalten, u. s. w. fort. Man wird aber nothwendig an 
eine Gleichung p 

(2...) ==.0 


kommen, deren einzige reelle Wurzel zwischen den Grenzen «,;, und 
@,,, +1 eingeschlossen ist, und die so beschaffen ist, dafs die Zei- 
chenreihen nur in Hinsicht auf das letzte Zeichen verschie- 


den sind, so dals man 


la... 
+1] 


hat. Die Gleichung x (x,4,)=0 ist nemlich, wie gesagt, so beschaffen, 
dafs sich in der Zeichenreihe [e,;,] nur ein negatives Zeichen befindet, 
dem ein positives Zeichen folgt oder vorausgeht; entspricht nun dieses nega- 
tive Zeichen z. B. der Function - Zert), so folgt hieraus, dafs die aus 
den dieser Function vorhergehenden Functionen gebildeten Gleichungen 


zwischen den Grenzen @,;,, und @,,,-+1 keine Wurzel haben, weil beide 
Zeichenreihen, wenn man sie nur bis zu diesen Functionen entwickelt, 
nur positive Zeichen enthalten. Dagegen werden die Gleichungen 


= (0) W. 


0"; om 7 (Sn ) 4 (2, ) 


| 
> 
U 
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eben so wie x(x,,)=0 zwischen den Grenzen a,,, und a@,„.,-+1 eine 
Wurzel haben. Es könnte nun sein, dafs die Gleichung x (x,4.) =0 mit 


einer oder mehreren der übrigen Gleichungen eine gemeinschaftliche Wur- 


zel hätte, so dals z.B. x =0, —=( und 14 wäre; wir 


abstrahiren aber von diesem Falle, weil eine solche Wurzel bekanntlich 
leicht entdeckt werden kann, indem man den gemeinschaftlichen Factor 
von x (x) und sucht. Setzen wir daher voraus, dafs der Werth 
der Wurzel der Gleichung x% (x,4.) = 0 von den Werthen der Wur- 
zeln der übrigen Gleichungen verschieden ist, so ist klar, dafs man 
diesen Werth zwischen Grenzen «, ß einschliefsen kann, zwischen wel- 
chen keine der Wurzeln der übrigen Gleichungen liegt. Substituirt man 
daher statt @,,, und a,,, +1 die engeren Grenzen « und ß, so müssen 
diese so beschaffen sein, dafs die Zeichenreihen [«] und [ß] nur in Hin- 
sicht auf das letzte Zeichen verschieden sind. Die Entwickelung der 
Wurzeln durch Kettenbrüche besteht aber gerade darin, dafs man statt 
der gefundenen Grenzen @,+, und a,,, + 1 nicht unmittelbar engere Gren- 
zen ß setzt, sondern allmählig die Substitutionen 

u.s.w. macht. Ist man nun in der Entwickelung so 


+ 
weit gekommen, dafs man 


P= +1: +....+ 1:04, +1) 
hat, so muls die Gleichung F(x,ı,)=V), deren reelle Wurzeln zwischen 
den Grenzen @,,, und @,,,-+1 liegen, so beschaffen sein, dafs die Zeichen- 
reihen [a,+,] und [@,4.+1] nur in Hinsicht auf das letzte Zeichen ver- 
schieden sind, so dafs dieses in [e,;,] negativ, in [a,+,-- 1] positiv ist, 
d. h., dals die Gleichungen 

0° 

zwischen den Grenzen @,,, und a@,},+1 keine Wurzel haben. Denn 
hätte z.B. die Gleichung 


—=(, ==() u.8.W. 


F(x,+,) 
zwischen diesen Grenzen eine Wurzel, so müfste auch die Gleichung. die 
dieser vorausgeht, 
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© 


=6, 


1 1 
zwischen den Grenzen + — und + —— eine Wurzel ha- 


+r An+r 
ben, da ja = gesetzt ist. Aus demselben 
Grunde mülste die Wurzel der Gleichung ® +2) 0 zwischen 
1 1 .. 
und + liegen, und würde man 
1 


diese Schlufsfolge fortsetzen, so fünde man zuletzt, dals die Wurzel der 


Gleichung +) — 0 zwischen 
O 
Fan und 


enthalten wäre, gegen die Voraussetzung. 

Sobald man aber an eine solche Gleichung Z(x,4,) =0 gekommen 
ist, bei der die Zeichenreihen nur in Absicht auf das letzte Zeichen ver- 
schieden sind, kann man die Rechnung ohne Aufsuchung der Wurzeln 
fortsetzen. 


95. 
Substituirt man nemlich statt x,;., die Werthe 
1. Fu + 
zwischen welchen der wahre Werth von x,;. liest, so werden, nach dem 
Vorbergehenden, die diesen Werthen entsprechenden Zeichenreihen nur in 
Hinsicht auf das letzte Zeichen verschieden sein, weil die Gleichungen 


zwischen diesen Grenzen keine Wurzeln haben können, da die Gleichungen 


In+r 


keine Wurzeln zwischen den Grenzen @,;, und a„;,-+1 haben. Man be- 
zeichne denjenigen der Werthe (1.) und (2.), der grölser als &,;, ist, durch 
E, ‚ denjenigen, der kleiner ist, durch " (und zwar wird der Werth (1.) 
gröfser oder kleiner als x,;, sein, je nachdem die Anzabl der Theilnenner 
gerade oder ungerade ist). Ferner setze man 


1: .... + 1: = 


pP’ 
02 
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und es sei der wahre Werth von x,4ı 
= + 1:0, +1: o,,+1::), 
Nimmt man nun an, dals der Werth (1.) kleiner als x,,,, also = -- ist, 
so hat man e 


3 z.g9+gq" 
und ferner 
z,p —p" 
4. 


Man kann aber, vermöge eines bekannten Theorens, den Werth 
von &X„+ noch auf andere Weise andeuten. Hat man nemlich eine Func- 
tion x(x=-+y), so kann diese auf folgende Weise entwickelt werden: 


N, 


oy(x u 


wo u eine Grölse bedeutet, die zwischen x und x-+y liegt, die aber in 


jeder Gleichung einen anderen Werth hat. Setzt man daher 
so hat man 


X = X (2 + =(, 


ou 


oder 


wo u eine zwischen und und daher auch zwischen und 


liegende Zahl bedeutet, also 


"I 


04(u) 
ı 
Da aber sowohl 7 als auch 7 positive Grölsen sind, so muls 


eine solche sein, da ja nach der Voraussetzung zwischen 


auch (1) 
ou 


*) Lagrange Traitd des fonct. anal, art. 53. 


ww 
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und keine Wurzel der Gleichung liegt, und zwar muls 


i 
grölser als ——— und kleiner als — 

cu pP p 

q 
schen den Grenzen 7 und Tr immer wachsen muls, indem nach der Vor- 

4 a innerhalb dieser Grenzen immer positiv ist; ) da- 


gegen ist nach der Voraussetzung negativ. Setzt man daher 


sein, wei 


aussetzung 


1\ 9 


so ist dieser Werth kleiner als der wahre Werth von w, und man hat daher 


Setzt man x,,, = Ey w, so findet man 


X = X (er =XxX (&) - = (0, 


p' 1 
wo u wieder eine zwischen und oder eine zwischen und 
I 


(u 
Bruches sind positive Grölsen. Setzt man daher 


liegende Zahl bedeutet, und es ist w, = Zähler und Nenner dieses 


p' 
6. 


Aus den Formeln (3.) und (5.) folgt 


1 
p (2) ) 
dx | 
4 
so ist dieser Werth kleiner als der wahre Werth von »,, und daher 
| 
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und hieraus findet man, da ai? negativ ist, 


Aus den Formeln (4.) und (6.) folgt 


q 
also 
8 + p' p' > 
da aber a +1 ist, so hat man = j und daher 
1 
9. z> 7 


Die Gleichungen (7.) und (9.) geben also zwei Grenzen, zwischen welchen 
z jedesmal eingeschlossen ist, und wenn man die beiden Werthe in Ketten- 
brüche (deren Theilzähler sämmtlich = 1 sind) verwandelt, so gehören 
die ersten Theilnenner, die beiden gemeinschaftlich sind, nothwendig dem 
wahren Werthe von z an. Hierdurch findet man zwei neue Näherungs- 
werthe, zwischen welchen x, enthalten ist, und mit welchen man wie 


mit den früheren , P_ verfahren kann, um wieder andere Näherungs- 


werthe zu finden. 
Es wurde bisher angenommen, dafs 


ist, ist aber dieser Näherungswerth größser, als &,,., also =, so muls 


R 


1 
| 
| 
p' p' 
= 
} 
0 ı_0 | 
ı ı? ı ı | 
q „(P pP 
q | 
N 
| | 
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man statt der Formeln (7.) und (9,) zwei andere Formeln nehmen, denn 
man hat alsdann 


z,p—Pp” 
10, Kn+1 
zp' 
Verbindet man Formel (10.) und (5.) und Formel (11,) mit (6.), so 


1. = 


findet man 


| 
2 q — q (£) 
v q' 
1 1 
T 


also 


oder ging 
1 
1— 
und | 
q 
96. 
Es ist aber nicht nöthig, zur Bestimmung des Werthes von 3 die 
Größen — x (4) besonders zu berechnen, vielmehr lassen 
( 


1 
sich die vorhergehenden Formeln so umformen, dafs alle in denselben 
vorkommenden Grölsen schon berechnet sind. Betrachten wir zuerst die 


Formeln (7.), (8.), (9.), so sieht man sogleich, dafs der zweite Theil der 
Gleichung (8.) mit dem zweiten Theile der Gleichung (2.) in $. 93. über- 


1 
| | 
ı 

o o o OA\- 
q p 
| 
| 
| 
| 
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einstimmt, wenn man dort p', g' bezüglich statt p, 9, und —p", 
statt >’, 9° setzt, und man hat daher 


1 
wo DB, B, die Coefficienten sind, die bezüglich den Potenzen =)‘, =”! an- 

gehören, in der Gleichung, die man nach gehöriger Reduction erhält, wenn ie 
man in X 0 statt &,4, den Wertlh oder wenn man in 
der Gleichung statt den Werth a,,, + 1 + substituirt. 
Diese Gleichung ist = 
folglich 
9 Flan4r+1) 
und 


„ OFlanyr +1) 

Die Formel (9.) geht also in folgende über: 
öF(a,4,+1 


17. 


Da nach der Voraussetzung = kleiner als x,;,, und daher 7 gröfser als 


Ln+1 ist, so hat man 


—p'g' =—1, da 
Hiernach folgt aus (15.) 


Ferner ist aus Formel (3.) des $.93. ersichtlich, dafs x _ 
pi 
ist, und nennt man C den numerischen Werth des Coefücienten der Po- 
tenz 2” in der Gleichung, die aus F(x,,,) = 0 En. wenn man 
F (an_r) 


+ statt substituirt, hat man x(2) = da 


dagegen 


287 = 
0 
4 
ıst. 
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% (2) negativ ist. Substituirt man, mit Berücksichtigung dieser Bemerkun- 
gen, den Werth (18.) in der Formel (7.), so findet man: 


OF (an4r +1) 


m-ı 


-ı 


— F(an4,) 
Die Formel (1#.) stimmt mit der Formel (2.) des $. 93. zusammen, wenn 


man dort überall p', g' statt >, 9 setzt. Man hat daher 


wo C = F(a,+.) ist, also 
20. zs< (andr) 


F(an+r)gq' 
Da, wenn diese Formel Statt hat, F(a,., +....+1:0,+,) grölser wie 


I 


%,,, und = F_ ist, so muls Pr2 kleiner wie &,,, sein, und daher 


undd ist, so hat man 
Hiernach ist 
(7) 0 C, ) F(an+r) F(a.+,) ı\ 
p' =X (my (79 (anyr) 0") 9 
e 
Daher verwandelt sich Formel (12.) in folgende: 
22, m—1 (mp ); 


und aus Formel (15.) wird 


Fafst man das Vorhergehende zusammen, so findet man folgende practische 
Regel. Ist eine Gleichung fix) = 0 gegeben, die eine reelle, zwischen « 
und @a+ ! liegende Wurzel hat, so leitet man aus dieser Gleichung, nach 
früher gegebenen Regeln, andere Gleichungen ab zur Bestimmung der 
Theilnenner @,, @ u.s. w., bis man an eine Gleichung X (x...) 0 kommt, 


| 288 
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deren einzige reelle Wurzel zwischen den ganzen Zahlen a,;, und «@,,,-+1 
liegt. Diese Gleichung betrachte man alsdann als die ursprünglich gege- 
bene, und leite aus ihr andere ab, bis man an eine Gleichung 7x,,,) = 0 
kommt, deren einzige reelle Wurzel zwischen «,;, und «@,,,+1 liegt, 
und die so beschaffen ist, dals [@,;,] und [e,4.4 1] nur in Hinsicht auf 
das letzte Zeichen verschieden sind. Man berechne alsdann die Grüfse 
und die Grölse 


welche =9 oder =g' ist. Je nachdem r eine ungerade oder gerade Zahl 
ist, und je nachdem das Eine oder das Andere der Fall ist, hat man 7’ = 


g’+9 oder 9=9"+9'; die Grölsen F(a,,,) und - müssen ohne- 


hin zur Bestimmung der Zeichenreihe, oder zur Bestimmung der auf 
I (&,4,)==0 folgenden Gleichung berechnet sein. Berechnet man alsdann 


noch, je nachdem /(@,4:, @.4,)=g' oder ist, entweder blos /\a,,, +1), 


oder die beiden Gröfsen F(a,,, +1) und so hat man alle 


Stücke, die zur Bestimmung der Grenzen von s dienen. Hat man, ver- 
möge dieser Grenzen, die neuen Theilnenner gE- 
funden, so bildet man die Gleichung ® (a,4,4.)= 0, und verführt mit die- 
ser wie mit der Gleichung 7'(@,},)=0, um neue Theilnenner zu finden. 

Es kann zuweilen sein, dafs man an eine Gleichung F(x,,,) = 0 
sekommen ist, und dennoch aus den gezogenen Grenzen für die erfor- 
derliche genauere Bestimmung des Werthes von z kein Resultat gewinnt, 
indem diese Grenzen so weit auseinander liegen, dafs sie gar keinen ge- 
meinschaftlichen Theilnenner haben. In d’esem Falle sucht man mit 
Hülfe des Theorems (4.) einen oder einige der auf a,,, folgenden Theil- 
nenner, und so kommt man bald an eine Gleichung, von welcher an die 
Grenzen von x immer mehr Theilnenner mit Sicherheit angeben, da diese 
Grenzen immer näher zusammenrücken *). 


97. 
Es sei z.B. die Gleichung f(x) = — x’ gegeben, 


deren Wurzeln bekanntlich 2008 2008” sind; der Werth der 


*) Eine genauere Bestimmung der CGonvergenz der Annäherung kann leicht aus 
Analyse des dquat. liv.2. art. 9. abgeleitet werden. 
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ersten Wurzel wird durch Hülfe der Kettenbrüche auf folgende Weise ge- 


funden. Es ist 

= 32" — —2, 
= 


il= 


[2] = 


also 


6 
+ 
6 


Hier entspricht also die Gleichung f(x)=0 der Gleichung x (x,4.) =, 


und man hat wi 


Entwickelt man die folgende Sieiekuhh, so hat man: 


und [1] 


Die Gleichung f, = 0 entspricht der Gleichung F(x,4,) = 0; hier ist also 
und =; ?=5,h=7- 
Man mufs daher zur Bestimmung der Grenzen von z die Formeln (20.) 
und (22.) anwenden, also 


7 


1.1.7—4.—1(3. 1) 


s> =1-+. 


117—4.— (3. +1) 


| 
411 
+ 
106 1. 
<:. 
of, (&,) 2.2 
(&,) 5) 
| — 6x, +2, 
(&,) 
—=6, 
| 
68 51 
6 14147, 
| 
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Da die beiden Grenzen keinen gemeinschaftlichen Theilnenner haben, so 
entwickele man die folgende Gleichung 


Hier ist 


daher mufs man zur Bestimmung der Grenzen von < 


J.(&,) = — 3, —1= 0, 
= 
— 6x, —6, 
= 6, 
6 15201 
6 244129. 
q 1? q 


und (19.) anwenden; man findet 


6.41— 2.1.29 


„ 


5.6* 


die Formeln (17.) 


= 2I-+. 


Da auch diese Grenzen noch nicht enge genug sind, so bilde man die 


Gleichung: 


und 


Hier ıst 


9, 
or, 3 3 
6 
6 80 391 181 
6 86 473 251 
p' 1 182 
1 101 


0, 


Zur Bestimmung der Grenzen von z müssen die Formeln (20.) und (22. 


38 * 


| 

| 
— 

; 
3 
| €; 
p p 191 
q q 106 
> 
| 
2 
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angewandt werden, und man findet: 
41301 


454 
487028871 


hierdurch sind also vier neue Theilnenner, 2, 3, 1, 6, gewonnen. 


| 373 1301 4674 11345 
Die entsprechenden Näherungswerthe sind 207° 722? 939’ 
Die dem Theilnenner 6 entsprechende Gleichung ist: 


= 999203 — 2540 x? 4961, — 2050 0, 


art 
— 3354, — 5080, 
0x, 


— 3354, 


0x, 
3354 15044 24931 2521 


+ + 

3394 18398 41652 30491 

und p°__1674 p __ 13019 11345 

Die Formeln (20.) und (22.) geben 
161649594 
9683301444074499 1 
> 7507941250923 — + 1 
19+ 
2+ — 
2+ — 
1+ 


i 
of 7 
16770, — 5080 — 4961, 
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Hierdurch sind 8 neue Theilnenner, 10, 5, 2, 2, 1, 2, 2, 1, gewonnen. 
Entwickelt man die entsprechenden Näherungswerthe, so findet man, dafs 


40674108 
dem letzten Theilnenner 1 der Bruch 59579497 entspricht, dem vorherge- 
henden Theilnenner 2 entspricht der Bruch 26600781 _ der Unterschied 
P 15872236 


zwischen dem wahren Werthe der Wurzel und dem Nüherungswerthe 


40674108 . . 1 . 
st daher kleiner als oder auch kleiner als 


| 15.). 
Würde man die dem letzten Theilnenner 1 entsprechende Gleichung ab- 
leiten, so könnte man daraus wieder eine Menge neuer Theilnenner finden, 
und so dem Werthe der Wurzel noch viel näher kommen. 
98. 
Fafst man das in diesem Kapitel Gesagte zusammen, so findet man: 

1) dals die Methode der Entwickelung der Wurzeln durch Ketten- 
brüche keinesweges die Berechnung des kleinsten Unterschiedes der 
Wurzeln erheischt, 

2) dals diese Methode kein wesentliches Element der Analysis ist, 
sondern vielmehr unendlich viele Methoden möglich sind, vermittelst 
welcher man sich dem Werthe der Wurzeln nähern kann, 

3) dafs diese Methoden alle genau sind, d. h. zwei Werthe geben, 
zwischen welchen die Wurzel jedesmal enthalten ist, 

4) dafs alle Methoden zugleich auf die Entdeckung der imaginairen 
Wurzeln führen, sobald man das Theorem (4.) zu Hülfe ruft. 


B. Anwendung der recurrirenden Reihen zur Auflösung der Gleichungen. 
99. 

Die Auflösung der Gleichungen vermittelst der Kettenbrüche, und die 
unendlich vielen anderen möglichen Auflösungsarten, von welchen die Rede 
war, beruhen alle auf der Anwendung des Theorems (4.), d. h. sie for- 
dern, dals man die Natur und die Grenzen der Wirzeln schon zum Vor- 
aus bestimmt habe, ehe man zur nähernden Berechnung der Wurzeln 
schreitet. Es wird daher nicht unpassend sein, zu zeigen, dals man eine 
andere Methode, oder eigentlich viele andere Methoden, zur Auflösung der 
Gleichungen anwenden kann, die, ohne sich auf die Anwendung des Theo- 
rems (4.) zu gründen, dennoch die Natur und die Werthe der (reellen) 
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Wurzeln, so genau, als man es wünscht, angeben. Die Behandlung dieser 
Methoden bietet ein reiches Feld von Untersuchungen dar; ich mul[s mich 
darauf beschränken, hier nur eine derselben in der Kürze zu behandeln. 
Ehe ich aber diese Methode erläutere, ist es nöthig, eine Übersicht der 
frühern Leistungen zu geben, aus welchen sie erwachsen ist. Bekannt- 
lich hat D. Bernoulli zuerst gezeigt *), wie man sich der recurriren- 
den Reihen zur Auffindung der Wurzeln bedienen kann, indem er nach« 
wies, wie gewisse Functionen der Wurzeln mit den Coefficienten der 
Gleichung durch eine recurrirende Reihe zusammenhängen. Euler **), 
der Bernoulli’s Ansicht mit aller ihm eigenen Klarheit ausführte, zeigte 
auch zugleich die Mangelhaftigkeit und beschränkte Anwendung dieses 
Verfahrens. Man kann nemlich auf directtem Wege durch dasselbe nur 
die grölste und kleinste Wurzel finden, und zwar nur in dem Falle, wenn 
sie reell sind. Die Grölse der Wurzeln wird hier auf folgende Weise 
bestimmt: Man erhebt jede Wurzel zum Quadrat, und ordnet diese Qua- 
drate nach ihrer Grölse; dem grölseren Quadrat entspricht alsdann die 
größsere Wurzel, und so kann man die Wurzeln nach ihrer Gröfse ordnen. 
Befinden sich unter den Wurzeln auch imaginäre, so wird die Gröfse der 
letzteren auf folgende Weise bestimmt: Man multiplicirt jedes Paar zu- 
sammengehörender imaginärer Wurzeln mit einander, dieses Product ist 
immer reell; man vergleicht es mit den Quadraten der reellen Wurzeln ; 
von dem Range, welchen es unter diesen einnimmt, hängt alsdann der 
Rang ab, welchen die zwei zusammengehörenden. imaginären Wurzeln in 
der Reihe der nach ihrer Grölse geordneten Wurzeln einnehmen. Sobald 
die gröfßsten Wurzeln ein Paar imaginäre sind, so führt Bernoulli’s Me- 
thode zu keinem Resultate. Lagrange ***), der diese Methode mit eini- 
gen vortreillichen Bemerkungen bereichert hat, hat jedoch für ihre weitere 
Ausbildung nichts Wesentliches gethan. Auch Legendre‘;) hat zu dem 
Bekannten nichts hinzugefügt, als die Bemerkung, dafs man durch Um- 
bildung der Gleichungen leicht bewirken kann, dafs irgend eine der Wur- 
zeln die gröfste werde, so dals die Bernoullische Methode zur Berech- 
nung der Werthe aller Wurzeln angewandt werden könnte. Aber diese 


— 


*) Comment. acad. Petr. T.3. 
Introd. in anal, infin. cap. 17. 
R/sol. des equat. num. note 6. 
+) des nombres art. 115. 
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Umbildung führt nothwendig zu weitläufigen Rechnungen, und die Schwie- 
rigkeit wegen der imaginären Wurzeln bleibt unerledigt. Der Erste, wel- 
chem man eine wahrhafte Fortbildung der Bernoullischen Methode ver- 
dankt, ist Fourier. Ein Abschnitt des zweiten, leider nicht erschienenen 
Theils seine: Werkes: ‚„‚„Analyse des eyuations” sollte eine ausführliche 
Behandlung dieser Methode enthalten; für jetzt ist nur Das bekannt, was 
er darüber in dem Expose sinoptigue*) mitgetheilt hat. Nach diesem sind 
‘ die Hauptresultate folgende: Nennt man die Wurzeln, nach ihrer Grölse 
geordnet, s, £, u.8. W., und nimmt zuerst an, dals alle Wurzeln 
reell sind, so kann man aus der gegebenen Gleichang recurrirende Reihen 
bilden, durch welche man, so nahe, als es verlangt wird, die Werthe von 
5, S.L, s.2.u u.8. W., und daher auch die Werthe jeder einzelnen Wur- 
zel, finden kann. Ist aber die grölste Wurzel imaginär, d.h. nehmen zwei 
zusammengehörende imaginäre Wurzeln den ersten Rang ein, so giebt 
die erste Reihe, welche den Werth von s angeben soll, gar kein Resul- 
tat; dagegen wird die zweite Reihe allerdings den Werth von s.£ ange- 
ben. Ist die dritte Wurzel z reell, so erhält man durch eine dritte Reihe 
das Product s.f.u; ist u imaginär, so giebt diese Reihe kein Resul- 
tat; dagegen erhält man durch eine vierte Reihe den Werth des Products 
s.£.u.v u. 8. W.; es kann aber nie vorkommen, dafs zwei auf einander 
folgende Reihen kein Resultat geben. Hierdurch wird also nicht blos der 
Werth aller reellen Wurzeln gefunden, sondern auch das Vorhandensein 
der imaginären Wurzeln entdeckt. Um aber den Werth der letztern zu 
finden, bildet man andere Reihen, welche nicht, wie die ersten, Näherungs- 
werthe der Producte, sondern vielmehr der Summen der Wurzeln 
geben. Und indem man so Summe und Product je zweier imaginärer 
Wurzeln erfährt, findet man daraus die Werthe dieser Wurzeln. Fourier 
hat den Beweis keines einzigen der hierher gehörenden Sätze mitgetheilt, 
auch nicht einmal angegeben, auf welche Weise die erforderlichen Reihen 
gebildet werden, zwei ausgenommen, nemlich diejenigen, die zur Bestim- 
mung von s+f und st dienen; aber auch von diesen ist die eine unrich- 
tig angegeben **). 


*) pas. 68 fl. Fourier hat im Jahre 1822 eine Abhandlung über denselben 
Gegenstand der Akademie der Wissenschaften überreicht; es ist zu hoffen, dafs sie im 
Druck erscheint. 

**) Vergl. Journ. für die Math. Bd. pag. 
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Auf den Zusammenhang zwischen den Coefficienten und gewissen 
Funetionen der Wurzeln beruht auch eine andere Auflösungsmethode, die 
Lagrange*) angegeben hat; aber indem er fordert, dafs man die höhe- 
ren Gleichungen auf niedrigere zurückführt, so wird eben dadurch, wie er 
selbst sagt, die Methode, wegen der vielen weitläufigen Operatic:en, die sie 
fordert, unausführbar. 

Die hier folgende Methode ist, was die leitende Idee und die ein- 
zelnen Resultate betrifft, mit der Fourierschen durchaus identisch; die 
Art, wie die einzelnen Reihen gebildet werden, ist bestimmt verschieden, 
wie man schon daraus sehen kann, wenn man die Reihen, die das Pro- 
duct und die Summe der zwei ersten Wurzeln geben, mit denjenigen, die 
Fourier gegeben hat, vergleicht. Ich glaube behaupten zu können, dals 
Fourier’s Verfahren viel bequemer in der Ausübung ist, dals dagegen 
das hier angegebene viel näher liegt, weswegen es auch gewählt worden ist. 

100. 
Ich mufs zuerst einige bekannte Lehrsätze anführen. Es sei die 
gegebene Gleichung 
a" + + +4,.=0, 
wo A, #4 u. s. w. ganze Zahlen sind. Zur grölseren Einfachheit wird 
vorausgesetzt, dals die Gleichung keine gleichen Wurzeln hat. Es seien 
die zıı Wurzeln dieser Gleichung, nach ihrer Grölse (diesen Ausdruck in 
der früher erwähnten Bedeutung genommen) geordnet. Ferner sei 
= +....0, 
Zei toi +0, 
und allgemein bedeute Z«’ die Summe der ten Potenzen aller Wur- 
zeln, so ist bekanntlich 
= —A,, 
2) = — AZ, —24,, 
4) — — AZ, —4A,, 
so dafs man vermittelst einer recurrirenden Reihe, aus den Goefficienten 
4, Ar, 4, u. s. w., die Summen aller Potenzen der Wurzeln finden kann. 
Je grölser die Potenz n ist, auf welche man die Wurzeln erhebt, desto mehr 
wird auch &” im Vergleich mit der Summe der Potenzen «#7 +....+u,, 


”) Resol. des equat, note 10. 


* 
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betragen, wenn «, reell ist, man wird zuletzt an eine Potenz 2 kommen, 
die so beschaflen ist, dals man, ohne merklichen Fehler zu begehen, 
2a) „== a), 


setzen kann, woraus alsdann «, = ei folgt. Bildet man eine recurri- 
rende Reihe, deren Glieder 3a,, Z«@, Ze’ u.s. w. sind, und dividirt jedes 
Glied durch das vorhergehende, so erhält man den Werth von «, desto 
genauer, je weiter man die Reihe entwickelt; die Quotienten werden im- 
mer mehr und mehr gegen die Wurzel &, convergiren, man sagt daher, 
die Reihe sei conyergent; sie soll in der Folge die Reihe (C) heilsen. 
Dies ist die bekannte Bernoullische Regel. Man sieht, dafs sie nur 
in dem Fall anwendbar ist, wenn «, reell ist; ist dagegen diese Wurzel 
imaginair, so kann natürlich @ oder «’*' nicht hinsichtlich der Grölse 
mit der Summe der übrigen Potenzen verglichen werden: daher wird 
auch die Reihe (C) in diesem Falle kein Resultat geben, sondern divergiren. 

Bildet man aus den Wurzeln alle Combinationen, ohne Wieder- 
holung, zu zwei Elementen, und bezeichnet die Summe derselben durch 
320, %; eben so die Combinationen ohne Wiederholung zu drei Ele- 
menten, und bezeichnet die Summe derselben durch x, &, u. W., 
so hat man bekamntlich 

zum =A, = —A, =A, WS W. 
Aber aus (1.) und (2.) folgt 

I. = 2A, = (Zu) 

Substituirt man in dieser Formel statt die zten Potenzen &,..., 


so hat man: 6. (Zu) — Da”. 

Je größer r ist, desto weniger wird die Summe der übrigen in Za’e; 
enthaltenen Glieder gegen das erste @’.e” betragen, und zwar sowohl, 
wenn &,, % beide reell, als auch, wenn beide imaginair sind, da auch im 
letzteren Falle das Product &, &, reell, und gröfser als das Quadrat jeder 
reellen Wurzel, und um so mehr, als das Product zweier dieser Wurzeln 
ist. Ist daher z2 sehr grofs, so kann man ohne merklichen Fehler 


2a = = — ua”, 
setzen, folglich (Zah)? 
0, 


— 
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Hieraus erhält man folgende Regel: 
Man bilde aus den Gliedern der Reihe (C) die neue Reihe 
(C) = (Zu) — Eu, — Lat, —Fu us. w., 
und dividire jedes Glied dieser neuen Reihe durch das vorhergehende, so 


werden die Quotienten gegen die Grenze «,.«%, convergiren; kennt man 
daher den Werth von «, durch die Reihe (C), so findet man aus (C) den 


Werth von &, Dies gilt jedoch nur für den Fall, wenn «, und a, beide 


reell oder beide imaginair sind. Ist aber a, reell, «, imaginair, so ist (C) 
zwar convergent, aber (C,) divergent. 

Aus (1.), (2.), (3.) folgt: 

7. 2.32, =—2.34,= 
Substituirt man wieder statt &, &%, 4, .... die zten Potenzen dieser Wur- 
zeln, so hat man 


8. 2.3: — (Zi Zar 
und man kann daher wieder, wenn r grofs genug ist, 
00,0, = su 


setzen. Um also den Werth von u,.4..4, zu erfahren, bildet man aus 
den Gliedern der Reihe (€) eine neue Reihe 

Su)" etc., 
und dividirt jedes Glied durch das vorhergehende. Da man nun den 
Werth von «,.&%, schon aus der Reihe (C,) erfahren hat, so erfährt man 
hieraus den Werth von &. Nur in dem Falle, wenn a, die erste eines 
Paares imaginairer Wurzeln ist, convergirt die Reihe (C,), während (C,) 
divergirt. 
Aus (1.), (2.), (3.), (4.) ergiebt sich: 
9. 2.344; 
10. 2.3.4. 

ist 2 sehr grols, so kann man statt Yu”.a”.a”.a auch blols «X ..a).u).a” 
setzen; bildet man daher eine Reihe (C,), deren allgemeines Giied 

ist, und dividirt jedes Glied durch das vorhergehende, so convergiren die 
Quotienten gegen den Werth &,.&,.4,.d4. Nur in dem Falle, wenn «, 


| | | 

| 

1 
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die erste zweier imaginairer Wurzeln ist, wird (C;) divergiren. Die bis- 
her entwickelten Sätze sind einzelne Fälle des folgenden allgemeinen. 


Man findet den Werth von &,.4.4;....4, auf folgende Weise. Es ist *), 
13:2, 3% 


r.r—1.ır—2.r— 3 
Setzt man in (11.) statt « überall 0”, so erhält man eine neue Formel, welche 
dın Werth von in Functionen von Fu‘ u. 8, W. 


ausgedrückt angiebt; ist grols genug, so kann man,‘ statt .... u), 


blols @”.@)....o} setzen, und daher aus den Gliedern der Reihe (C) eine 
andere Reihe (C,_,) ableiten, die so beschaflen ist, dals der Quotient je 
zweier auf einander folgender Glieder gegen den Werth «,.&,....4, CON- 
vergirt, und diesem Werthe desto näher kommt, je weiter man in der 
Entwickelung fortgeht. Dies gilt jedoch nur für den Fall, wenn a, .42....4, 
reell ist; ist aber &,.%....G, imaginair, so ist die Behauptung, dafs die 
übrigen in Ya .a)....a; enthaltenen Glieder gegen das erste verschwinden, 
nicht ferner anwendbar: die Reihe (C,_,) wird divergiren. Dagegen wird 
aber &.%r..+.%,.%,+, ein reeller Ausdruck sein, und daher werden auch alle 
übrigen in 07... enthaltenen Glieder gegen das erste @ 
verschwinden, wenn 2 grols genug genommen wird; folglich wird auch 
eine Reihe (C,) gebildet werden können, so dafs die Quotienten je zweier 
ihrer auf einander folgenden Glieder gegen &,.%,....Ü,}, convergiren. 
Man hat also nun folgendes Resultat gewonnen. Sind alle Wur- 
zeln reell, so kann man aus der Reihe (C) andere Reihen ableiten, die 
die Werthe von 4,%,, 4%; u.8. w. angeben, wodurch also die Werthe 
der einzelnen Wurzeln gefunden werden. Sind aber unter den Wurzeln 
imaginaire, so werden die Reihen, die einem Producte &,.%....4, ent- 
sprechen, dessen letzter Factor «, imaginair ist, divergiren, dagegen aber 
wird die folgende Reihe, die dem Producte «,.0,....4,4. entspricht, con- 
vergiren; niemals aber kann es unter diesen Umständen vorkommen, 
dafs zwei auf einander folgende Reihen divergiren. Sobald man also 


*) Waring meditat. algebr. pg.13. 
39 * 
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sieht, dafs von zwei auf einander folgenden Reihen eine divergent, die 
andere convergent ist, so weils man, dafs die Gleichung zwei imaginaire 
Wurzeln hat. 


Hieraus folgt, dafs diese Methode, so weit sie bisher entwickelt 
ist, schon die Werthe aller reellen Wurzeln angiebt, und zugleich die 
imaginairen Wurzeln mit Leichtigkeit entdecken lehrt. Sie leistet also 
mehr als die Lagrangesche Methode, und eben so viel als die Methoden, 
die sich auf das Thorem (4) gründen. Um dies zuerst durch einige Bei- 
spiele zu erläutern, soll die Gleichung 

aufgelöst werden. Hier hat man 

1 2 3 + 5 6 7 8 
(C) =0, 14, —21, 98, — 245, 833, — W401, 754 

645869 
wo die Zeiger 1, 2, 3.... andeuten, dafs die darunter stehenden Zahlen 
den Größsen Zu; .... entsprechen. Die Quotienten der Reihe 
(C) convergiren, und man hat daher nüherungsweise 


645869 
= 911288 — 3,056 


10 


6, —2%38, 69629, 


Ferner ist 
(C)=—14, 98, — 402, 2058, — 9604, 4800... 


also 48020 


und 1,636 ; 
ferner ist =—7, 
also —7 
U; = 1,4. 


Die Gleichung hat also drei reelle Wurzeln, wovon eine zwischen — 3 
und — 4, zwei zwischen 1 und 2 liegen. Diese Resultate stimmen mit 
den in $. 89. gefundenen zusammen. 


Sei ferner die Gleichung 


segeben. Hier ist 
1 2 5 4 5 6 7 B 9 19 it 
—i, 8, —17, 14, 20, —85, 135, — 276, 791, 
14 3 16 1 19 2 


12 15 15 n 18 ) 
— 980, —118, 3177, —6877, 6215, 6272, —32713, 55802, — 29852 
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21 22 23 24 25 26 wo 
— 97705, 310859, — 47175, 26412, 1178039, — 2758224, 2778218, 
28 29 30 31 2 t 
1866085, — 12490417, 22875255, — 14967328, — 33842713, 121407470, 
34 35 36 
175740340, 39457355, 431816023, —1099411711, 1219398548, 488990159, 
40) 41 42 
— 4731386820, 9311833202, — 7140674871, —11392513741, 47108618S15, 
45 46 47 
— 73352508040, 27052044687, 156162053594, — 433528865732, 
49 50 51 2 
527284536407 , 93111839099, — 1776726169471, 3765403188244, 
53 54 55 
3292551279121, —3685243389856, 1815516522350, —30362536937 85 
Diese Reihe divergirt. Ferner hat man 
= 2, 18, 44, 154, 472, 1380, 4048, 12010, 35738, 10608, 
3842396445932, 11403238645380, 33844830165076, 
Diese Reihe convergirt, die Gleichung hat also zwei imaginaire Wurzeln, 


und es ist deren Produet näherungsweise 
3984830165076 
11403238645350 
Man entwickele nun die dritte Reihe 
= 12, = 78; 12,816, 1374, 600 
Diese Reihe divergirt. Die vierte Reihe dagegen ist 
(C) = 48, 0, — 24, 96, 408, 648, 552, 288, 624, 2280, 4800, 6504, 
6600, 7896 2... 
Diese Reihe convergirt, die Gleichung hat also noch zwei imaginaire Wur- 


zeln, und es ist das Product der vier ersten Wurzeln 


7896 


die letzte Wurzel «, ist reell, und zwar ist 


1,000 


Die Gleichung hat also nur eine reelle Wurzel, die zwischen O und 1 


liegt, wie schon ($. 92.) gefunden wurde. 
101. 


Es ist noch übrig, zu zeigen, wie man die Werthe der imaginairen 
Wurzeln finden kann. Die Behandlung dieses Gegenstandes ist um so 
wichtiger, da er bisher von den Mathematikern ziemlich vernachlässigt 
worden ist*), und alle Mittel, die man bis jetzt zur Auffindung_ dieser 


*) Man vergl. thdorie des nomb. art. 116, 


f 
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Werthe vorgeschlagen hat, zuletzt auf ein unsicheres Probiren zurück- 
kommen, so dals die folgende Methode wohl die erste ist, welche diese 
Aufgabe direct löst, und zugleich so genaue Werthe giebt, als man es 
wünscht. Die Idee, auf welcher diese Methode beruht, ist folgende. Im 
Vorhergehenden wurde gezeigt, wie man Reihen (C,), (C,), (C;) u. s. w. 
bilden kann, deren ntes Glied, wenn z grols genug genommen wird, be- 
züglich den Werth von angiebt. Kann 
man nun andere Reihen (D,), (D,), (D;) »... bilden, deren ntes Glied 
den Werthen von 

entspricht, so erhält man, indem man das nte Glied der Reihe (D,) durch 
das te Glied der Reihe (C,) dividirt, den Werth von &,-+«,, und eben so 
erhält man, wenn man das te Glied der Reihe (D,), (D;) u. s. w. bezüglich 
durch das nte Glied der Reihe (C;), (C;) u.s. w. dividirt, die Werthe von 
4 u u.8. w. Aus den Reihen (C,), (C,) u. s. w. 
haben sich aber schon die Werthe von 4%, U. 8. We 
ergeben. Man kennt daher Summe und Product der zwei, drei, vier 
u. 85. w. ersten Wurzeln, woraus man Summe und Product jeder zwei 
aufeinander folgender Wurzeln finden kann. Sind daher zwei solche 
Wurzeln imaginair, so findet man ihren Werth aus dem bekanuten Werthe 
von Summe und Product. 

Die Reihen (D,), (D,), (D;,) u. s. w., sind aber leicht aus den Glie- 
dern der Reihe (€) zu bilden. Man erhebe alle Wurzeln auf die zte Po- 
tenz, und bilde aus den Elementen «,@% ....«,, alle Combinationen, ohne 
Wiederholung, zu zwei Elementen, und multiplicire jedes Product a}. a” 
mit der Summe a@,--a,; die Summe aller auf diese Weise entstehenden 
Glieder werde durch (a, + angedeutet; eben so bezeichne 
2 +0%+4)a,a,e@, die Summe der Glieder, welche man erhält, wenn 
man aus den zur zten Potenz erhobenen Wurzeln alle Combinationen ohne 
Wiederholung zu drei Elementen bildet, und jedes Product durch die 
Summe der darin enthaltenen Wurzeln multiplieirt u.s. w. Alsdann hat man 

12. = Fat, 
Nimmt man z grols genug, so wird jedes der übrigen in F(@, + «,)a” .a” 
enthaltenen Glieder gegen das erste (&, + 0,)a.a, ganz unbedeutend sein, 
und man wird daher 2 so grols annehmen können, dals man, ohne merk- 
lichen Fehler zu begehen, 


| 
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(u = var — 
setzen kann. Bildet man also eine Reihe 
D)=:u.2,— Fu}, — Su, .... 
und dividirt das te Glied derselben durch das zte Glied der Reihe (C), 
so wird der Quotient sich dem Werthe 3(@,+,) desto mehr nähern, je 
grölser 2 genommen wird. Dies gilt jedoch nur für den Fall, wenn &, 
und «, beide reell oder beide imaginair sind; ist aber «, reell, «, imaginair, 


so wird die Reihe (D,) divergiren. 


Ferner hat man 13. 22, 
= (ZN — + Fat. 

Ist grols genug, so kann man statt Fu, auch blols 
(4 +%+0,)0X.o}.u" setzen; bildet man daher eine Reihe (D,), deren 
allgemeines Glied (Far) — + + 
ist, und dividirt das nte Glied dieser Reihe durch das zte Glied der Reihe 
(C,), so wird der Quotient sich dem Werthe 3(&,+%-+-4;) desto mehr 
nähern, je grölser 2 ist. Ausgenommen ist der Fall, wenn «, die erste 
zweier imaginairer Wurzeln ist, weil alsdaun die Reihe (D,) eben so wie 
die Reihe (C,) kein Resultat giebt. 

Weiter findet man 

14. 
= (Zar) — (3 (EZ) 
Nimmt man z grofs genug, so kann man statt +%+ 
bloß (u +0; setzen; bildet man daher eine Reihe 
(D;), deren ztes Glied der zweite Theil der Gleichung (14.) ist, so nähert 
sich der Quotient, den man erhält, wenn man das nte Glied dieser Reihe 
durch das zte Glied der Reihe (C,) dividirt, dem Werthe 4 (4 +++ 4,) 
desto mehr, je gröfser 2 ist; ausgenommen ist jedoch wieder der Fall, 
wenn «4, die erste zweier zusammengehörender imaginairer Wurzeln ist. 
Wir würden auf ähnliche Weise zeigen können, wie man allgemein eine 
Reihe bilden kann, deren tes Glied 
= 123...r—1F 

ist, woraus alsdann der Werth von (4 gefunden 
wird, begnügen uns aber, der Kürze halber, auf ein schon angeführtes Werk") 


*) Warin g meditat. analyt. probl. 3. pag. 8. 
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zu verweisen, aus welchem die erwähnte Reihe leicht gefunden werden kann, 
und bemerken nur noch, dafs hier, eben so wie bei den Reihen (C), (C,), 
nie zwei auf einander folgende Reihen divergent sein können.| 
102. 
In $. 100. wurde gefunden, dals die Gleichung 
—1—=0 
als erste Wurzeln zwei imaginaire hat; es soll deren Werth gefunden werden. 
Aus der dort gefundenen Reihe (C) leite man die Reihe (D,) ab, 
Man findet 
(D)=—7, — 22, —51, — 183, — 511, — 1582, — 4598, — 13697, 
— 40622, — 120611, — 12970774236976. 
Die Zahl — 12970774286976 ist 27ste Glied der Reihe (D,); das 27ste 
Glied der Reihe (C,) ist = 11403235645380, man hat daher 
verbindet man diesen Werth mit dem schon gefundenen 
= 2,I965001, 
so erhält man als Werth der zwei imaginairen Wurzeln 
— 1,137464 + Y(— 1,674177) = — 1,137464 + 1,2939 (1): 
Die letzte Wurzel «; ist, wie früher gefunden wurde, reell und = 0,85284?. 
Nun hat man 


0,04 0,0, 1. 
Substituirt man in diesen zwei Gleichungen die Werthe von &,, %, 4;, 


so findet man +0, = 0,422086, 

= 0,395064, 

hieraus findet man die Werthe der zwei imaginairen Wurzeln «,;, «,, 
0,211043 + YV(—0,350525) = 0,211043 + 0,5920516 y (—1). 

Directer, aber weniger bequem, hätte man den Werth von o,;, &, finden 

können, wenn man die Reihe (D,) gebildet hätte. 

Um noch ein Beispiel der Anwendung des Vorhergehenden zur 
Auflindung der Werthe der imaginairen Wurzeln zu geben, soll die Gleichung 
a —c+1l1=0 

aufgelöst werden, die Legendre *) behandelt hat. Man findet 


= 


*) Theor. des nomdr. art, 118. 
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- 10 11 12 13 14 15 


16 17 3 19% 21 22 23 24 25 26 27 28 
0, 46, von 100, 13, — 159, 213, 
30 36 37 38 39 
— 17, 379, 300, 55, 679, 215, 629, — 1216, 857, 
414, 1845 
(C)= 0,4, 6, 12, 10, 10, 28, 28, 42, 54, 88, 114, 156, 228, 316, 
444, 610, 874, 1216, 1702. 
Die zwei ersten Wurzeln sind also imaginair, und man findet als Nühe- 
rungswerthe 


874 1216 1702 __ 


Man setze daher RE 

Ferner ist 

(D)=—3, —7,— 11, —16, —22, — 30, —43, —57, 


also — 1,453554. 


Hieraus findet man, als Werth der zwei ersten Wurzeln «,, «,, 
— 0,726792 #0,933634 (—1). 
Die Werthe der zwei anderen Wurzeln, &;, «&,, findet man aus den Glei- 


woraus man die Werthe 0,726792 +0,4313455 y(—1) erhält; statt die- 
ser Werthe hat Legendre 0,727136 + 0,4300 14 Y(—1). 

103. 

Indem ich mir eine ausführlichere Behandlung des Zusammenhangs 
zwischen den recurrirenden Reihen und den Wurzeln der Gleichungen 
auf eine andere Gelegenheit aufbewahren muls, füge ich nur noch folgende 
Bemerkungen hinzu. 

1. Aus derselben Idee, auf welcher die in den vorigen $$. gelehrte 
Methode beruht, lassen sich eine Menge anderer ähnlicher Methoden ab- 
leiten. Es wurden nemlich dort Reihen gebildet, deren tes Glied = 
und andere, deren ntes Glied = (4, + 
ist, wodurch Summe und Product der r Wurzeln @,& ....«, gefunden 
wurden. Man sieht aber leicht, dafs man denselben Zweck erreichen kann, 
wenn man Reihen bildet, deren ntes Glied =® , 


und andere, deren ntes Glied = P Fu + 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XI. Hft. 3. 40 


(©) =0,0, 5 — 4, 0, 3 — 7, 4, 3, 10, 11, —1, — 135, 21, — 1, 
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ist, wo P(&ı5 d2e...d,) eine Function der ersten rWurzeln bedeutet, in 
der sie alle auf gleiche Weise enthalten sind. Solche Reihen lassen sich 
aber wirklich auf mannichfaltige Weise bilden, und es sind daher auch 
mannichfaltige Auflösungsmethoden möglich. So z.B. hätte man um die 
Producte der Wurzeln zu finden, statt der Reihen (C,) (C,) u. s. w. auch 
die Reihen (D,), (D,) u.s.w. anwenden können, weil, wenn man jedes 
Glied der letzteren Reihen durch das vorhergehende dividirt, der Quo- 
tient sich ebenfalls den Producten &,.%, &.4%.4, u.s. w. nähert. 

IH. Von den Reihen (C,), (0) .... ist jede folgende mühseliger 
zu bilden, als die vorhergehende, weil die Glieder jeder späteren Reihe 
zusammengesetzter sind, als die einer früheren. Ist daher die gegebene 
Gleichung von hohem Grade, so kann die Berechnung der Reihen sehr 
umständlich werden. Man kann sich aber die Mühe sehr erleichtern. 
Ist nemlich eine Gleichung vom 2 rnten Grade 

gegeben, so braucht man nicht aus der ersten Reihe (©), 2m —1 andere 
Reihen (C,), (Omi); und 2a —1 andere (D,), (D,).... Dam-i 
abzuleiten, sondern man leite aus der ersten (C) nur 1Reihen (C,), 
.. und —1 andere (D,), (D;).... ab; hierdurch er- 
fährt man die Werthe der ersten mWurzeln, &G....4.. Um alsdann 
den Werth der folgenden 2 Wurzeln zu erfahren, substituire man in 


der gegebenen Gleichung statt x den Werth E, Hierdurch erhält man 


eine neue Gleichung vom 2rnten Grade, in der y die unbekannte Grölse 
ist. Man suche nun wieder mit Hülfe der recurrirenden Reihen die z 
ersten Wurzeln dieser Gleichung: kennt man diese, so kennt man auch 


die »r letzten Wurzeln der ersten Gleichung, da, vermöge der Gleichung 


2 - den gröfsten Werthen von y die kleinsten Werthe von x entsprechen. 


ill. Durch Umbildung der gegebenen Gleichungen in andere kann 
man oft Reihen erhalten, die viel schneller convergiren, als diejenigen, 
die man aus den ursprünglichen Gleichungen erhält, wie schon Euler 
hinsichtlich der Reihe (C) gezeigt hat. Man wird sich aber durch Ver- 
gleichung sehr bald überzeugen, dals die Methoden, die auf Anwendung 
des Theorems (4) beruhen, viel bequemer sind, als die Methode der 
recurrirenden Reihen, sobald es nur darauf ankommt, die Werthe der 
reellen Wurzeln zu finden. (Der Schlufs folgt im nächsten Heite. ) 


S2 
| 
| 
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28. 


Demonstratio formulae 


T(a+b) 


o 


(Auct. Dr. C. G: J. Jacobi, prof. math. Regiom. ) 


(Duoties variabilibus x, y valores omnes positivi tribuuntur inde a 0 us- 
que ad posito 
s+t-y=r, c=ru, 
variabili novae z valores conveniunt omnes positivi a O0 usque ad +», 
variabili zv valores omnes positivi a0 usque ad +1. Fit simul 
Sit iam e notatione nota: 
I) = TV. 
habetur 
T(a)T(b) = 


variabilibus x, y tributis valoribus omnibus positivis a O usque ad + x. 


Posito autem: 
s-y=r, 


integrale duplex propositum ex antecedentibus altero «quoque modo in 
duos factores discerpitur: 


unde 
T(a)T 


1 


Quod est theorema fundamentale, quo integralium Eulerianorum, quae ill. 
Legendre vocavit, altera species per alteram exhibetur, 
23. Aug. 1533. 


a 
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29, 
Aufgaben. 


1, 
Fin schwerer Körper bewegt sich, mit gleichförmiger Geschwindigkeit, 


auf eimer Linie fort, die der Durchschnitt einer Ebene durch den Mittel» 
punct der Erde mit der Oberfläche der Erde (des ruhigen Meeres) ist. 
Wie wird sich die Kraft, mit welcher der bewegte Körper die Bahn, wäh- 
rend seiner Bewegung, drückt, zur Schwere verhalten ? 

2. 

I. In so fern ein geradliniges Polygon in allen Fällen durch die 
Länge und Lage der Perpendikel aus einem festen Puncte auf die Seiten 
vollständig bestimmt wird: die Seiten, Winkel und den Flächen-Inhalt des 
Polygons “durch jene Bestimmungsstücke auszudrücken, auch die Bedingun- 
gen zwischen den Bestimmungsstücken i in den drei besonderen Fällen an- 
zugeben: wenn die Ecken des Polygons in einem und demselben Kreise 
liegen: wenn seine Seiten von einem und demselben Kreise berührt wer- 
den, und wenn Beides zugleich der Fall ist. 

Il. In so fern ein von Ebenen umschlossenes Poly&der in allen 
Fällen durch die Länge und Lage der Perpendikel aus einem festen Punct 
auf die Seiten-Ebenen vollständig bestimmt wird: die Kanten, die Winkel 
zwischen den Kanten in den Seitenflächen, die Winkel, welche die Seiten- 
flüchen mit einander machen, und den körperlichen Inhalt des Polyäders 
durch jene Bestimmungsstücke auszudrücken, auch die Bedingungen zwi- 
schen den Bestimmungsstücken in den sieben besondern Fällen anzugeben: 
wenn die Ecken des Polyäders in einer und derselben Kugelfläche liegen, 
wenn eine und dieselbe Kugelfläche alle Seiten-Ebenen zugleich berührt, 
wenn eine und dieselbe Kugelfläche alle Kanten zugleich berührt, und wenn 
je zwei von diesen drei Umständen, oder alle drei zugleich Statt finden. 


Druckfehler im 2ten Hefte dieses Bandes. 
Pag. 193. lin. 25. loco lg. =x. 
10. 1. imaginaria leg. imaginarie 


— — evadit leg. evadat 
2) = /(a. +2”) 


a+bx”) etc. leg. eic. 


l. 


— 197. — 41 leg. suppeditet. 


| 
| 
Er 
“ 
| 
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Note zur 'Theorie der Convergenz und Divergenz 
der Reihen. 
(Von dein Herrn Prof. J. L. Raabe zu Zürich.) 


Im 10. Bande der Zeitschrift für Mathematik und Physik, redigirt von 
Kttingshausen und Baumgärtner, habe ich folgenden Lehrsatz be- 
wiesen. 

„Wenn u, das allgemeine Glied einer Reihe vorstellt, und die Grenze 


„des Ausdruckes n( —1) beim unendlich grofs werden von z gleich 


„%k ist, so convergirt oder divergirt die in Rede stehende Reihe, je nach- 
„dem 4 gröfser oder kleiner als die Einheit ist.” 

Dieses Thecrem kann man mit Erfolg anwenden, um zwei Reihen, 
von denen das allgemeine Glied der Einen eine Function des der Andern 
ist, rücksichtlich ihrer Convergenz oder Divergenz zu vergleichen. 

In der That sei z, das allgemeine Glied der einen Reihe, und f(1,) 
stelle das allgemeine Glied der andern Reihe dar, wo f(z,) irgend eine 
willkürliche Function von u, ist, die beim unendlich klein werden von «, 
nicht unendlich grofs wird. 

Setzt man nun 


wo sich die Grenze lim. auf das unendlich grofs werden von zn bezieht, 
so convergirt oder divergirt die Reihe, deren allgemeines Glied (u) ist, 


je nachdem 4'> oder < als die Einheit ist. 
Aus der Gleichung 


findet man: 


n 

( ) 


S(un+ı) 


lim. f(v,) = lim. Yu + 
daher geht die Gleichung (1.) über in 


F 
2. 


Crelle’s Journal d. M. Bd. XI. Hft. 4. 41 


! 

| 

. u 
k = lim. n (= 4) 
Un+i 
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Entwickelt man nun f „+ nach der Taylorschen Reihe, so hat 


man, wenn die vorausgesetzte Eigenschaft der Function f(w,) berücksich- 


tigt wird 


# n 
wo der Kürze wegen f’(u,„;.) statt - 7 — 4 gesetzt wurde. 


Setzt man nun 


unzı) Un+ı (Unrı)s 
so hat man 
k klım. 


Diese Gleichung zeigt die allgemeine Abhängigkeit der Gröfsen k’ und * 
von einander, 
In dem besondern Falle, wenn 
ıst 
k, 
und dann sind, je nachdem # > und < 1 ist, die beiden Reihen gleich- 
zeitig convergirend und divergirend. 


Sei z. B. 


== 


so hat man 
lim. F(u,,.) = 


daher 
k ki. 
ist nun, um einen besondern Fall vor Augen zu haben, 
1 


U 
n—1? 
so sind die beiden Reihen: 


| 1 

Zw 4w 


wo ist. 


Da hier k=1 ist, so ist = «a, daher wird die zweite Reihe con- 
vergiren oder divergiren, je nachdem & > oder <I ist, 
Zürich, den 21. August 1833. 


| | 

| 

| 

| 

% | 

| 

| 
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31. 


Theorie der Kettenbrüche und ihre Anwendung. 


(Schlufs des Aufsatzes No. 1. im ersten, No. 10. im zweiten, No. 18. im dritten, No. 30. im vierten Hefte 
X. Bandes, No. 4. im ersten, No. 12. im zweiten und No. 27. im dritten Helte dieses Bandes.) 


(Von dem Herrn Dr. Stern, zu Göttingen.) 


Sechstes Capitel. 


Fernere Anwendung der Kettenbrüche auf die Theorie der Gleichungen. 


104. 


Es sei die allgemeine Gleichung des zweiten Grades *) 
l. —y=0 
gegeben, so hat man 
2. und 


so dals also die eine Wurzel der quadratischen Gleichung durch einen 


unendlichen periodischen Kettenbruch ausgedrückt ist. Auf ähnliche 


Weise findet man den Werth der zweiten Wurzel. Denn aus Gleichung 
(2.) folgt 


x 
7 ax’ 


und nach gehöriger Reduction findet man hieraus 


Diesen Werth bütte man auch unmittelbar aus (3.) ableiten können, da 
die Summe beider Wurzeln — £ sein muls. 


Sind die Wurzeln der Gleichung (1.) reell, so kann man daher 
durch die Formeln (3.) und (4.) Näherungswerthe derselben finden, und 
und zwar erhält man nach $.5., wenn man n Theilnenuer zur Berech- 
nung anwendet, und &y = setzt, aus (3.) die Formel 


*) Euler Introd. in anal. inf. cp. 18. 
4l* 


| 
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. x . | 


Br + (m — — I) 52 ete. | 


und aus (9.) die Formel 


(m — 
Nm—? m )(m —3) 
‘ m—! (m (m — 4 m—5 ©) 
Nur in dem Falle, wenn =0 ist, sind diese Forineln zur Berechnung 
untauglich. 


1. 2 = — 


So wie die Wurzel jeder quadratischen Gleichung durch einen 
periodischen Kettenbruch ausgedrückt werden kann, so ist auch umge- 


kehrt jeder unendliche periodische Kettenbruch die Wurzel einer quadra- 


tischen Gleichung.  Fängt die Periode schon beim zweiten Theilbruch 
an, so dafs z.B. der Kettenbruch 


F(a+b;: a, + + in inf.) 
ist, so hat man 


(an +x a) Am—ı Am-2 


bin 


Am + ac —a 


welcher Ausdruck auf eine quadratische Gleichung zurückführt, deren Wur- 


zel x ist. Sind mehrere der ersten Theilbrüche nicht in der Periode 
enthalten, so dals man z.B. den Kettenbruch 


x = etc. 


hat, wo sich die Theilbrüche 


b 
— periodisch wiederholen, so kann 


d , 
man statt x den Werth =c+Tz einführen, wo 


ı 


ist; mun ist, wie eben bewiesen wurde, y die Wurzel einer quadratischen | 
Gleichung, folglich auch x eine solche. | 


| 
| 
| 
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105. 

Auch die Wurzeln einer Gleichung des dritten Grades können 
auf ähnliche Weise entwickelt werden. Dä eine solche Gleichung immer 
auf die Form 

9. 


zurückgeführt werden kann, so hat man 


oder 2, 


also 


10. V(a+ b 
Her V(a+ei.), 


wo sich jedes Wurzelzeichen auf den ganzen folgenden Ausdruck bezieht. 
Da jede Gleichung des 4ten Grades au! eine andere des Sten Grades zu- 
rückgeführt werden kann, so können auch die Gleichungen des 4ten Gra- 
des auf dieselbe Weise aufgelöst werden. 

Eben so erhält man aus der Gleichung 


1. 
2. 
und 
b 
b 
und die Gleichung 
13. 
giebt 
c-+ 
und 
<= 
d 


/b 
Verl 
Yat 
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Die Ausdrücke (10.), (12.), (14.), sind jedoch keine Kettenbrüche 
in dem Sinne, in welchem dieses Wort bisher genommen wurde, da die 
einzelnen Theilbrüche nicht von einander unabhängig, sondern durch ge- 
wisse Operationen mit einander verbunden sind. Daher übergehe ich 
eine genauere Erörterung derselben, wiewohl sie eine solche, namentlich 
in Beziehung auf Convergenz und Divergenz, wohl verdienten. 

106. 

Statt der Formeln (3.) und (5.) könnte man noch eine Menge 
anderer entwickeln, die den Werth der Wurzeln der Gleichung (1.)'an- 
gäiben. Denn substituirt man statt x den Werth y-+ e, so geht die Glei- 
chung (1.) in folgende über: 


15. 


? 
setzt man “= — 9, so findet man 


16. y=] 
oder 

17. y=—(p+4 

p etc.) 
18. oder 19. =: —p—] 
PT pelc. p elc. 

107. 


Am wichtigsten ist die Entwickelung der Wurzel einer quadratischen 
Gleichung unter der Form eines Kettenbruchs, dessen Theilzühler alle 
—= 1 und dessen Theilnenner ganze positive Zahlen sind. Um diesen Aus- 
druck zu finden, könnte man die in $. 87. gezeigte Methode anwenden, 


oder auch zuerst die Gleichung 
+Hße—y=0*) 
auflösen, und dann den Werth der Wurzeln x = 


solchen Kettenbruch verwandeln ($. 86.). Die Operation schreitet aber 
viel leichter fort, wenn man folgende Methode anwendet **). 


*) Es wird hier immer vorausgesetzt, dals «@, Ö, y ganze Zahlen, und die W ur- 
zeln der Gleichung reell sind. 
”"*), Legendre theor. d. nombr. art. 59, 
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Man sei in der Entwickelung bis an den Theilnenner «,„ gekom- 
men, so dals man als Werth der einen Wurzel 


gefunden hat. Die Wurzel wird hier immer positiv gedacht; wäre sie 
negativ, so könnte man — z statt x setzen, und den Werth von s be- 
trachten. Es ist also 


19. — A+V (4ey-+P?) _ Anta, (7), 


2a Ant a,; Um—ı 


und 
— P.a,, — +a,, am-ıV (dey-+ 


P-a,, am am—a,, anV 
oder, wenn man Zähler und Nenner mit 
B.a,, a„t a, 
ist ($. 15.), so findet man 


2 


VA+I 
D 


21. 


wo 
22. A= 


24. 5 Am —Y: An)” 
ist. D ist also immer eine ganze Zahl. Da ferner 
ist, so muls eine der Zahlen a, @,„.a,,@„_, und a, @„_1-@, @„ gerade, die 
andere ungerade, also ihre Summe eine ungerade Zahl sein: folglich ist 
I eine ganze Zahl, wenn 8 gerade ist; im entgegengesetzten Fall ent- 


1 
hält es den Nenner 2, Setzt man s=@,+—, so kann man wieder 
auf ähnliche Weise 


25, 
und eben so, wenn man 3, setzt, 
26. 2, = 


finden. Die Werthe von 7,, D, und von Z,, D,, kann man unmittelbar 


*) Es wird im Folgenden immer vorausgeseizt, dafs = grölser als 1 ist; im 


.. 1 
entgegengeseizten Falle könnte ınan statt betrachten. 


= 
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aus den Werthen von 7, D ableiten, indem man überall statt 2 bezüglich 
m +1, m +2 substituirt; nur mufs man nicht vergessen, jedem folgenden 
Gliede in der Reihe Z,7,, 7,,,.... und eben so in der Reihe D, D,, D,,,...» 
das entgegengesetzte Zeichen des vorhergehenden zu geben, da z.B. 

ist, Wenn — Am ist. Aus (21.) und (25.) 


— 


/ 
D Ant 
oder 


Hieraus erhält man die zwei Gleichungen 
27. = DS, 


28. A= D—-DI+DD, 
und wenn man den Werth von Z, aus (27.) in (28.) substituirt, 


De ZA 
Man setze daher im Anfange der Entwickelung —e=], «=D, und die 
oröfste in yZ enthaltene Zahl = NV; alsdann ist der erste Theilnenner « 
die grölste in enthaltene Zahl; dann ist ,;=«.D—I, D= 


aus /\, D,, Z, findet man wieder den zweiten Theilnenner «@,, und so 
kann man den ganzen Kettenhruch entwickeln. Die folgenden Nenner 
D,,, u. s.w. können auch auf folgende Weise gefunden werden, Aus 
27.) und (29.) ioigt 


=a..DB-L, 
32. 4= I, +D,D,; 
also b) 
I/+DD, =/,+D,D, 
Oucr 
2 
end +-D; 


nun Ist 
33. D,, +D: 
Im Anfange der Entwickelung kann es vorkommen, dafs die Nenner D, D,.... 
abwechselnd positiv und negativ sind. Sind nemlich die Wurzeln der 


Gleichung noch nicht getrennt, so dals beide zwischen — und ——# 


Q,, Am Am+ı 


folglich 


| tolat 
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liegen ($. 87.), und substituirt man diese Werthe nach einander statt x 
in der gegebenen Gleichung, so erhält man die Werthe 


die nothwendig dasselbe Zeichen haben müssen, da zwischen -- und 


aA,, Am 


zwei Werthe liegen müssen, die, statt x substituirt, den ersten 


aA, Am-+ı 
Theil der Gleichung auf Null reduciren. Nun ist 
D=+A,D=#(B); 
also haben D und D, in diesem Falle verschiedene Zeichen. Geht man 
aber in der Entwickelung weiter fort, so werden die Wurzeln getrennt, 
und man kommt bald an zwei Näherungswerthe die 
uur Eine Wurzel zwischen sich enthalten, so dafs alsdann (#.) und (B.) 
verschiedene, und daher D und D, gleiche Zeichen haben. Ist man so 
weit gekommen, so ist DD, eine positive Zahl, und daher der Werth von 
T, innerhalb bestimmter Grenzen eingeschlossen, indem Z7?=4— DD, , also 
34. <y4 
ist, und da I,,, so folgt 
35. D<2yA, 
so dafs auch die Nenner D,, D,, .... zwischen bestimmten Grenzen ein- 
geschlossen sind. Da aber der Kettenbruch ins Unendliche fortläuft, D, 
und 2/ aber ganze Zahlen sind, so müssen auch dieselben zusammenge- 
hörenden Werthe von D, und Z, sich unendlich oft wiederholen. Hier- 
aus folgt, dafs nach einer gewissen Anzahl von Theilnennern (die auch 
Null sein kann) der Kettenbruch periodisch wird, d.h. dafs von dort an 
dieselbe Reihe von Theilnennern sich ins Unendliche wiederholt. Übri- 
gens folgt aus den Formeln (34.) und (35.), dafs die Anzahl der in jeder 
Periode enthaltenen Theilnenner kleiner als YA.2y A=24 sein muß. 
108. 

Es folgt hieraus, dals die eine Wurzel der quadratischen Gleichung 
2a 
zähler alle =1 sind, entwickelt werden kann. Was nun die andere Wur- 


zel betriflt, so wird der ihr entsprechende Kettenbruch unmittelbar durch 


folgendes Theorem gefunden. Wird der Werth von 
durch den Kettenbruch 


= in einen periodischen Kettenbruch, dessen Theil- 
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1 


1 
Fatl:a +. +... +1:an etc.) 
ausgedrückt, so dafs die Theilnenner 5, d,, .... d„ nicht in der Periode 


vorkommen, dagegen die Theilnenner a, @,,....@„ sich periodisch wie- 
derholen, so ist 


__ 
2a 


so dafs die nicht periodischen Theilnenner wieder dieselben sind, und in 
derselben Ordnung vorkommen, die periodischen dagegen ebenfalls die- 
selben sind, aber in umgekehrter Ordnung erscheinen. Man betrachte 


zuerst den Fall, wenn nur ein nicht periodischer Theilnenner d,„ vorhan- 
den ist. Alsdann ist 


oder 
b 1 F 8 b Am—ıt Q, , Am-ı 
x nt 1 ( orm. .) 

1 

oder 


(c—bm)Q@, am-ı + a, am 


Hieraus folgt 
— x)a, am ta, am] 


(Din a, An—ıt „ Am—ı 


Setzt man nun 


+... 
so ist 
1 


& 
1 
oder a+ ) 


—— 
b + 
ı 
. 
| | 
. 
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[bin 


Um—ı at am-ı a, 


37, x 


Da nun 

ist, so sind die Ausdrücke (36.) und (37.) durchaus identisch, wenn man 
x mit x, vertauscht; daher mufls x, die andere Wurzel derselben Glei- 


2a 


chung sein, deren eine Wurzel x ist, oder es ist x, = 


Ist nun die Wurzel einer quadratischen Gleichung 


etc.), 
so dals 2b, db, .... d„ die nicht periodischen Theilnenner sind, und führt 
man statt y eine andere unbekannte Grölse ein, so dals 


und z=!(b„+1:e+....+1:a, etc.) ist, so erhält man eine andere 
quadratische Gleichung, deren eine Wurzel x, und deren andere daher 
ist; folglich 
ist die Wurzel der ursprünglichen Gleichung 
Entwickelt man die Gleichung (36.), so findet man 


folglich 
Dan Am—ı te, b a, Am A|, Am 
a, a, Am—l UAm—ı 
oder, da 
Fb, +1: at. „+1: An-1)} z =F(0o„,0); 
a, Am—ı Am—ı Um—ı, 

Am ___ Am „a, Am-ı a 1 Flam, a) 

a, Am—ı a, Am a, Am F(a, Am) F (an, IXa, Am) 
so ist 

F (an, a) 


In dem besonderen Falle, wenn 5.0 ist, hat man, wenn man, statt 
%, &,, ihre Werthe substituirt, 


Man vergl. T’heor. des nombr. |. X., Journ. für die Mathem, Bd. 6. $. 232 ft. 
42 * 
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39 F(am, a) etc.) 
a) F(atl:a, +... +l:anm +l:a+1:a, +lametc.) 
Die Wahrheit dieses Ausdrucks lälst sich auch erweisen, ohne dafs man 
nöthig hat, auf die Theorie der Gleichungen zurückzugehen. Schreibt man 
nemlich statt den 
Ausdruck F(a +1:0.42 +1: etc.), 
so daß a = 0,415 Am 30 hat man 


40. etc.) 
= ) ($ 24.). 


Q,, Am (a, > Am)” 
t 


Schreibt man nun eben so statt 
F(a„+1:0„, +... ete. 
den Ausdruck 
so dals 
so hat man: 
41. etc.) 


Om + ’ Cm)” 
C,, C2m+1 


nun ist 
ferner 
Om: Cn+i Cam+1 + Cm+23 Com+1 ($. 3. Form. D) 


Daher geht die Formel (41.) in folgende über: 


1 1 
a, Amt a, Am-ı1 + ) 
Auch ist Ant Am-ı etc. 


Daher geht die Formel (40.) in folgende über: 
43. etc.) 


1 
Q,, An a,am ta, )- 


A, Amt a,, @m—ı etc. 
Dividirt man (42.) durch (43.), so kommt man wieder auf (39.) zurück. 
Diese letztere Darstellung zeigt zugleich, dafs der Ausdruck (38.) 


| 
| 
| 


—— 
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auch richtig ist, wenn die Theilzähler nicht alle =1, sondern vielmehr 
= b, sind. 
109. 
Eine besondere Betrachtung verdient der Fall, wenn die Gleichung 
(1.) eine reine quadratische, also =0 ist. Alsdann sind die zwei Wur- 


zeln nur im Vorzeichen verschieden: die eine ist +V(2), die andere 


— Ist also die grölste in enthaltene Zahl =b, so dafs 


V(Z)=35++ ist, so ist -—Y(Z)=—(5+-). Es kann aber nur 
der eine Theilnenner 5 nicht in der Periode enthalten sein; denn da der 
nicht periodische Theil des Kettenbruches beiden Wurzeln gemein ist, so 
würden beide Wurzeln, wenn mehr als ein nicht periodischer Theilnenner 
vorhanden wären, mit demselben positiven Theilnenner 5 beginnen. Von 
der anderen Seite muls ein nicht periodischer Theilnenner notwendig vor- 
handen sein, weil der von Anfang an periodische Kettenbruch 
etc.) 

die Wurzel einer unreinen quadratischen Gleichung ist, wie man a'ıs For- 
mel (38.) findet, wenn man db, =0 setzt. Es ist also die eine Wurzel 


4. V(Z) = +lie+....+1:a, ete.), 


und daher die andere 


45. HL) = ete.). 

Hieraus folgt —a„=—b, oder @„—=2b; ferner 

d.h. entwickelt man den Werth der Quadratwurzel einer ganzen oder 
gebrochenen (nicht quadratischen) Zahl unter der Form eines Kettenbruchs, 
dessen Theilzähler alle =1 sind, so ist der erste Theilnenner nicht in 
der Periode enthalten: diese fängt vielmehr bei dem zweiten Theilnenner 
an; und enthält sie +1 Theilnenner a,a, .... @„, so ist der letzte 
@„— 2b, die übrigen sind paarweis einander gleich, und zwar so, dafs 
diejenigen, deren Indices zusammengenommen = m —1 sind, gleich sind; 
ist 2 eine ungerade Zahl, so hat die Periode einen mittleren Theilnenner, 
dem kein anderer entspricht (wiewohl er einem der übrigen gleich sein kann). 

Es ist leicht einzusehen, dals umgekehrt jeder Kettenbruch, der 
die zuletzt betrachtete Form hat, also 


| 
| 
| 
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etc.) 
ist, die Quadrat- Wurzel einer ganzen oder gebrochenen Zahl ausdrückt, 
weil er die Wurzel einer quadratischen Gleichung darstellt, deren andere 
Wurzel =— x ist. Ob aber x’ eine ganze oder gebrochene Zahl ist, 
läfst sich leicht entscheiden. Der Kettenbruch (44.) führt nemlich auf die 
Gleichung 

nun ist 


#6 


a, Am-ı 


und 


also ist x° eine ganze oder gebrochene Zahl, je nachdem Ir das Eine oder 
das Andere ist. 
110. 
In dem besondern Falle, der hier betrachtet wird, gehen die For- 
meln (22.), (23.), und (24.) in folgende über: 


A 
#47 +D= Am) —Y- Am). 


Hier ist also / immer eine ganze Zahl; ferner, da das obere oder untere 
Zeichen genommen werden mufs, je nachdem — Am: Am 


aA, Am 


positiv oder negativ ist, d. h. je nachdem gröfser oder kleiner als 


v(£) ist, so folgt sogleich, dals D von Anfang an immer positiv ist. 


Dafs auch 7 von Anfang an positiv ist, lälst sich am natürlichsten 
aus folgendem allgemeinen Satze beweisen. Wenn irgend ein Ausdruck P 
in einen Kettenbruch, dessen Theilzähler alle =1 sind, verwandelt wird, 


und es bedeuten —— = und ——” zwei auf einander folgende Näherungs= 
ı > Am—ı 
2 .. . d, Am—1 a, Am 
werthe desselben, so ist P’ größer oder kleiner ala —— ‚je 
a, Gm-i a, Am 


Um . . a, . 
nachdem —- gröfser oder kleiner als ———, d.h. je nachdem 
a, ‚Am a, 
a, a,a 1 
ist. Denn im ersten Falle hat man also 


A: 
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a, a, Am a, Am \? a, Am 1 . 
Am—ı Am Am Q,,Am Am—i 


setzt man nun P ( welches kleiner als 


15.), folglich 
Am Am a, Ami a, am 


Q,, Am a QA,, Am 


a,a 
ist) = so ıst 
Urn a, 5) Am 


. . 1 QGm— 

Im zweiten Falle liegt „ zwischen den Näherungswerthen ae und 
Am—i 

a,, Am 


und ist kleiner als der letztere; folglich ist 


1\° Am-ı Am 2 aA, Am—ı AG, Am 
(;;) > .— . 


a, Um—ı a, Am Q@,y„Am-ı Q,, Am 


Da nun hier zwischen — und liegt, so ist auch 
um 
> Am-ı 


ie nachdem 


oder = —1 ist, also in jedem Falle Z positiv. Auch ist = A— DD, 
(Form. 29.), also 7 immer kleiner, als Y4, und weil 0.4. D=I+I]ı 
(Form. 29,.), auch D immer kleiner, als 2/4. 


111. 
Hat man außer =0 auch noch &=1, so dafs die Gleichung 


(1.) in 


übergeht, unde=yy=y 4 ist, so sei die grölste in y 4 enthaltene ganze 
Zahl =b,, also der letzte in der Periode enthaltene Theilnenner = 25; 
setzt man daher in dem Ausdrucke @,,.D=I--], statt @,,, den Werth 


2b, so hat man 25 + ; nun können Z, Z, höchstens nur =Ö sein, 


also muls das entsprechende D=1, und I=Ö, /, =D sein. Die Formel (47.) 
giebt daher für diesen Fall + 1= (e, «„)’—y(a,, @„)', wo das obere oder 


a, Am 


untere Zeichen genommen werden mulfs, je nachdem ZzV yist. Da 


der Theilnenner 25 unendlich oft wiederkehrt, so muls auch D unendlich 


Um 


oft =1 werden, und es giebt daher unendlich viele Näherungswerthe 2, 


die so beschaflen sind, dafs +1 = (a, ist. Drückt man 
übrigens den Werth von YYy durch 


ete.) 


P 
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aus, wo a=Öb, ist, und enthält die Periode o,.... eine 


. . a,a 
verade Anzahl von Theilnennern, so nimmt — 


eine gerade Stelle in 


ı > Am 
der Reihe der Näherungswerthe ein, und ist daher gröfser als Y’y, und 
dasselbe ist bei allen folgenden Nüäherungswerthen, die dem Theilnenner 
2b vorausgehen, der Fall; alsdann mu[s immer das obere Zeichen ge- 
nommen werden. Ist dagegen die Anzahl der in der Periode enthaltenen 
Thheilnenner ungerade, so nehmen die in Betrachtung kommenden Nähe- 
rungswerthe abwechselnd eine ungerade oder gerade Stelle ein, und in 
diesem Falle muls abwechselnd das untere oder das obere Zeichen ge- 
nommen werden. 
112, 

Die eben vorgetragenen Lehren finden eine nicht ganz uninteressante 
Anwendung in der Auflösung der Gleichungen des 3ten Grades. Löst 
man eine solche Gleichung nach der Cardanischen Regel auf, so erhält 
man bekanntlich den Werth der Wurzel x unter der Form 

Ist nun x eine ganze Zahl, so muls v(a+ yb)=x+yYy sein, wox,y 
rationale Zahlen bedeuten. Die Regel, welche man gewöhnlich giebt, 
um aus N: (at+yb) den gleichgeltenden Ausdruck s+yy zu finden, führt, 
wie man weils, wieder auf die Aufgabe zurück, eine Cubische Gleichung 
aufzulösen. Dagegen kann dieser Ausdruck leicht auf folgende Weise ge- 
funden werden. Man entwickele den numerischen Werth von v (a+yb) 
nüherungsweise, und verwandle diesen Werth in einen Keitenbruch, der 
nur positive Theilnenner hat, und dessen Theilzühler alle =1 sind: ist 
dieser Ausdruck wirklich die Wurzel einer quadratischen Gleichung, so 
muls der Kettenbruch periodisch sein, und man kann alsdann aus diesem 
Kettenbruche den Werth von z+y'y finden. Es sei z.B. die Gleichung 
— bc —40==0 gegeben, so hat man z= 392) 20 — 
berechnet man den Werth von v RO-F-yY392), so findet man dafür 
341421 ....; verwandelt man nun diesen Ausdruck nach (86.) in einen 
Kettenbruch, so findet man 


m 
= ‘) 
Br - { 
9 


i 
$: 
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Vorausgesetzt, dafs alle folgenden Theilnenner ebenfalls =? sind, hat 
man (20 + 392) woraus man lin- 


det, was wirklich der Werth von v (20+y 392) ist, also 

Es kann sich zuweilen ereignen, dafs ein Kettenbruch scheinbar periodisch 

ist, der bei fortgesetzter Berechnung sich nicht als solcher zeigen würde. 

Berechnet man aus dem als periodisch angenommenen Kettenbruche den 

Werth von s+yy, so muls sich sogleich zeigen, ob dieser Ausdruck 


wirklich den Werth von b (@a-+-yb) angiebt. Auch könnte es sein, dafs 


sich der Ausdruck (@a-+yb) wirklich in einen anderen y verwan- 
deln liefse, während der Kettenbruch anscheinend nicht periodisch ist, 


weil man bei Entwickelung des Werthes von z (a-+yb), die Annähe- 
rung nicht weit genug getrieben hat. Die hierher gehörenden Bemerkun- 
sen können indessen um so eher weggelassen werden, da der Gebrauch 
der Cardanischen Regel so sehr beschränkt ist. 


Crelie's Journal & M, Bd. XI. HR. 4. 43 
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Siebentes Capitel. 


Anwendung der Kettenbrüche auf die höhere Arithmelik. 


Die Theorie der Kettenbrüche steht mit manchen Theilen der höheren 
Arithmetik, und namentlich mit der Auflösung der unbestimmten Glei- 
chungen des zweiten Grades, in genauer Verbindung. Soll jedoch ihre 
Anwendung auf diesen Theil der Mathematik in ihrem ganzen Umfange 
behandelt werden, so kann man nicht umhin eine:Menge von Lehren 
aus der höheren Arithmetik selbst zu erörtern. Da ‘dies aber hier nicht 
geschehen kann, so soll nur dasjenige hervorgehoben werden, was aus 
dem Vorhergehenden unmittelbar abgeleitet werden kann. 
113. | 
Es soll die unbestimmte Gleichung 
l. ax—ıby=1 
aufgelöst werden, wo @, 5 und die unbekanuten x, y ganze Zahlen sind. 
Die Zahlen «, 5 müssen nothwendig Primzahlen unter sich sein, denn wäre 
a=m.t, b=n.t, so würde die Gleichung 

zähler alle =1, dessen Theilnenner ganze positive Zahlen sind; ist 
a 
b 
man ob,—a,.b=+1. Gilt das obere Zeichen, so hat man unmittel- 


bar y=@,, oder allgemeiner 
wo jede beliebige ganze Zahl bedeuten kann. Gilt aber das untere 
Zeichen, so setze man —b,, y=—-a,, oder allgemeiner 
y=—a+e:. 
Hieraus folgt unmittelbar de Möglichkeit, die Gleichung 
2. ac—ıby=c 
aufzulösen, wo wieder a, b, ce und die Unbekannten x, y ganze Zahlen 
bedeuten. Es wird vorausgesetzt, dals 5b, c keinen gemeinschaftlichen 
Factor haben, weil man sonst die ganze Gleichung mit diesem dividiren 


widersinnig sein. Man verwandele — in einen Kettenbruch, dessen Theil- 


b 


der dem Bruche unmittelbar vorhergehende Näherungswerth, so hat 


wu 
| 
# 
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kann. MHiernach können auch @ und 5 keinen gemeinschaftlichen Factor 
haben, weil dieser sonst nothwendig auch in ce enthalten sein mülste. Man 
löse zuerst die Gleichung et—bu=1 auf; essei 2=+b,, u= +a,, s0 sind 
y=toc+az 
die allgemeinen Werthe, die der Gleichung (2.) Genüge thun *). 
114, 

Wenn die Gleichung &—Ay’=D,, wo x, y, 4,D**) ganze Zahlen 

sind und D<y 4 ist, wirklich auflösbar ist, so mufs 7 ein Näherungswerth 


von YA sein, wenn YA nach $. 107. in einen Kettenbruch verwandelt 
wird; es wird hierbei vorausgesetzt, dafs x und y keinen gemeinschaft- 


’ . 
lichen Factor haben. Denn man verwandle „ in einen Kettenbruch, es 


sei dieser also — Man setze für 


den Augenblick voraus, es sei —— 2 als der vorhergehende Nähe- 


a, 
Aa, a, an a, 
rungswerth nun ist ——; —-4+2 also >y A,und (weil 
“n Qa,, An 
D<yA)- =; ferner ist 
a,a 1 1 
a, 
also ( =) <yA,d.h. es liegt YA zwischen 
19 


aA, ,An An—ı 


so ist / eine positive Zahl ($.110.), und man hat 
3. 


m—1) 


Wäre  gröfser, als — — so könnte man zwischen diesen Brüchen 
Q,, An 


den Bruch Fe +-1:,+....+1:02,—1) = — einschalten ; alsdann ist 


Diese Auflösungsmethode verdankt man Lagrange (Mem.de lac. de Berlin 


1767). Der Aufsatz von Pezzi in Memorie della societa italiana T. 11. enthält durch- 
aus nichts Neues. 


. Überhaupt sollen im Folgenden alle Buchstaben ganze Zahlen bedeuten. 


45 * 


se 
Y 
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n . Ss a,a 
2<c 2, und YA zwischen — und —— enthalten, so dals man wie- 

üiperall = setzt. 


der alle früheren Resultate erhält, wenn man nur statt 


An-ı 

Soll daher die Gleichung a —Ay’=D, unter der Voraussetzung, 
dafs D<y4 ist, aufgelöst werden, so braucht man nur YÄ in einen 
Kettenbruch zu verwandeln: findet sich alsdann unter den Werthen von z 
($. 107. Form. 21.) einer, dessen Nenner D ist, so ist die Gleichung auf- 


> ©”. perechnet, zu welchem die- 


gelöst, wenn man den Nüherungswerth 


ses gehört indem man =a,«a,; setzt, vorausgesetzt, dafs 


im enfgegengesetzten Falle wird durch diese Werthe die 


@,, “In 


Gleichung Ay’ =—D gelöst. Ist 


nicht der Näherungswerth, 


Q,, An 
der einem dem mittilern vorangehenden Theilnenner ($. 109.) entspricht, 


so kommt der Theilnenner a@,;,, und daher auch D in derselben Periode 
a, An 


zweimal vor, und es wird alsdann, wenn der Näherungswerth ‚ der 


An 
dem ersten D entspricht, der Gleichung 4y’=—D Genüge leistet, 


=”, der dem zweiten D entspricht, die Gleichung 


der Näherungswerth 


Ay’—=D auflösen, wenn man a, setzt. (Vgl. $.111.) 
115. 
Lagrange hat zuerst gezeigt, dals durch Hülfe der Kettenbrüche 
die Gleichung 4. 
immer auflösbar ist, wenn £ eine nicht quadratische Zahl bedeutet. Zu diesem 
Endzwecke verwandelt man Y’4 in einen Kettenbruch nach $.111.; es sei 
+...+1:0,+1:20 ete.), 
so hat man (a,a,” = +1; 
gilt das obere Zeichen, so hat man sogleich = «,0,; y=10,,0„5 gilt 
das untere, so ist x der Zühler, y der Nenner des Bruches 
+1: +...+1:0, ee.) (vergl. $. 111.). 
Die hier angegebenen Werthe sind zugleich die kleinsten, die der Glei- 
chung (4.) Genüge leisten. Wir wollen dies nur für den ersten Fall be- 
weisen, weil dasselbe für den zweiten gilt. Hätte man noch kleinere 
Werthe, als Y=4,,0,, allenfalls = p, y=9, so mülste 


a, On 


ein Näherungswerth von y sein; es sei und es wäre 


Q,, An 


| 
3 
B 
SEN 
| 
f 
2 
| 
| | 


| 
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vA=a+— 


1 


aber aus den Gleichungen 

(a, a,” — A(a,,a,) =1, 4.0, 1 
folgt, wenn man die erste mit @,,@,_,, die zweite mit @,, @, multiplicirt, 
und die Resultate addırt, 


a An a UAn-—_ı 
1 en Ana An 
es ıst aber ($. 3.)> also I 2 n 19 n 


nun ist @,,@, und @,,@,_, Jedes kleiner, als @,,e,, um so mehr @,,0,— Q,,%,.15 
es muls daher a,, a,, sein, weil sonst Z ein Bruch wäre: folg- 


lich ist /= «a, und En würde den Theilnenner 22 geben, d. h. die 


Periode würde bei «@, endigen, gegen die Voraussetzung. 

Schon $. 111. wurde bemerkt, dals es unendlich viele Werthe giebt, 
die der Gleichung &— 4y’ =1 Genüge leisten, und aus (114.) folgt, 
dafs überhaupt alle Werthe, die diese Gleichung auflösen, aus den Nähe- 
rungswerthen von Y.#f gefunden werden. Man braucht aber diese Niähe- 
rungswerthe nicht besonders zu, berechnen, sondern sobald x = a, a,„; 
y=a,,a,„ gefunden ist, so kann man die andern Werthe von x, y dar- 
aus ableiten. Man setze nemlich 

bedeutet, so erhält man, wenn man (5.) mit (6.) multiplicirt, 
(a, a,” —Aa,a,) —Ay=1, 
wie verlangt wurde. Die Werthe von x und y findet man bequemer 


durch die Formeln 
+a,,amV A" +(a, am—a,,amV A)" 
x — 2 
An-t-a,,amV A)" — (a, am ,AmV A)” 
2Vd 
Man bezeichne die Werthe von x und y, die dem Exponenten z entspre- 


8. y= (a. 


«) Hlist. de l’acad. de Berlin an. 1767. 


. 
> 
| 
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chen, durch x,, Y„; sobald nun zwei Werthe x,_,, Y„_ı und x,, Y„ gege- 


ben sind, so kann man daraus den Werth von &,+1, Y„+ı finden. Denn es ist 


(a,am-t+a, , A)"":((a, am)’ -+2a, am.a,,amV A+A(a, , am)?) 
92 


(a, am —4,,amV am) — 2a, am:Q,,amV A+A (a, , Am)”), 


es ist aber auch 


(a, an ta, ,amV A)" (2(a, am)’ —+2a, AmV A) 
2 
(a, am —a,,amV A)": (2 (a, an) — 2a, amV A) 
+ 
nun ist = (a, —1; substituirt man diesen Werth in dem 


Werthe von x,.:1, so findet man 
_ (a, am+a, , am V A)" (2(a, am)’ +20, am-a,,amVY .A—1) 


2 
(a, Am — A, 5, amV A)": (2(a, am)’ — 2a, am.a,,amYV A—1) 


und eben so findet man = Die Werthe 22, 
und eben so die Werthe Y,, Ya Y3> +++» bilden daher eine recurrirende 
Reihe, deren Beziehungsscale 2x,, —1 ist. Dals die Formeln (7.) und 
(8) keine Werthe liefern können, die nicht in den Näherungswerthen 
von y 4 enthalten sind, ist klar; es muls nur noch bewiesen werden, 
dals die Formeln (7.) und (8.) alle möglichen Werthe von x und y geben. 


.. . ICH .. 
Man nehne an, es entsprächen die Werthe % 5 = bezüßlich den Nähe- 
n n-+1 
a Ar a a, 
rungswerthen ——-, ——, und es lügen zwischen diesen Näherungswer- 


- 


then noch andere, die der Gleichung (4.) Genüge leisten. Sei die auf 


a, 
zunächst folgende = ——"#., und zwar 
a, a, Ar+m+ı 


= 20; 4,5 Q,+3 Am e 
Nach $. 9. Formel (F.) ist 


a, a,Qr __ A, Ar+4n+1Q,, Ar A, . Artmtı-Q,Q, __ Q,+2. Artm-+ı 


a.a 


a 


Us Q,,0ı Q,,4r Arm+ı»Q,, 

Man findet aber leicht, wenn man statt &,, Yn> Xntı3 Yn+ı, Ihre Werthe 


aus Formel (7.) und (8.) substituirt, dals — Yan = ist, 


Am 


a, 


ist Q, es wäre also 


330 
| 
| | 
also — — — 
Yn In+ı 
f 
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Q@r Qı,@s Q,,Ar Ar+m+ı 
a, A; 


gegen die Voraussetzung, da ja tt 


und 


Ar a, As 


Man bemerke noch F olgendes: Da alle Thejlnenner des Kettenbruchs, 
der den Werth von YA angiebt, die grölste Zahl sind, die in einem Aus- 


zwischen liegen soll. 


drucke von der Form ! enthalten ist, aber erst das D, welches dem 


D 
letzten Theilnenner 2@ der Periode entspricht, —=1 ist, jedes vorherge- 
hende dagegen >? sein muls, und 7 nicht gröfser als @ sein kann, so 
folgt daraus, dafs alle Theilnenner, die in der Periode enthalten 
sind (den letzten 2@ ausgenommen), =a oder <a sein müssen. 


116. 
Das Aufsuchen der kleinsten Werthe, die der Gleichung (4.) Ge=- 


nüge leisten, führt oft zu sehr beschwerlichen Rechnungen: so z.B. hat, 
wenn A= 331 ist, die Periode des Kettenbruchs, der den Werth von 
vA angiebt, 34 Theilnenner, Eine Abkürzung des gewöhnlichen Ver- 
fahrens scheint aber ganz besonders von der Auflösung einer an und für 
sich sehr interessanten Frage abzuhängen, nemlich: ob man nicht, wenn 
eine Zahl 4 gegeben ist, aus derselben alle Theilnnener des 
entsprechenden Kettenbruchs durch eine allgemeine Formel 
ableiten kann. Die Lösung dieser Frage, die bis jetzt die Mathematiker 
wenig beschäftigt zu haben scheint, scheint um so eher möglich zu sein, 
da man wirklich für gewisse einzelne Fälle den Zusammenhang zwischen 
A und den Theilnennern nachweisen kann. Einige solche Fälle haben 
schon früher Euler *), Kausler **) und Degen ***) gegeben; sie lassen 
sich aber sehr verinehren. Ich habe in der folgenden Tabelle nur eine 
Anzahl von Formeln zusammengestellt, in welcher die Anzahl der Theil- 
nenner nicht sehr grols ist; sie enthalten die meisten der früher bekannten 
als einzelne Fälle. Hierbei ist folgende Abkürzung angewandt worden: 
Da dieselben Theilnenner in der Periode in umgekehrter Ordnung wieder- 
kehren, so sind die Theilnenner überbaupt nur bis zum mittleren 
Theilnenner, wenn ein solcher vorhanden war, angegeben, dieser aber 
in Klammern eingeschlossen worden ($. 109). War kein solcher mittlerer 
Theilnenner vorhanden, so sind die zwei mittelsten und einander gleichen 
Theilnenner in Klammern eingeschlossen worden. Findet man also z.B. 
bei Formel [6] die Theilnenner z, 1, (2—1) angegeben, so heilst dies, 
dafs die Periode aus den Theilnennern 1, 2—1, 1, ?r besteht. 


*) Novi comment. acad. Petr. T. 11. pg. 46. 
**) Mem. de lac. de Petersb. T. 2. pg. sgq- 
Canon Pellianus pg. XV II. 
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11] 
[2] 
[3] 
[+] 
[5] 
16] 
171 
15] 
[91 
[10] 
[it] 
[12] 
[13] 
[14] 
[15] 
[16] 
[17] 
[18] 
1197 
[20] 
[21] 
[22] 
[23] 
[2#) 
[25] 
126) 
[27 

[28] 
[29] 
[30] 
[31] 
132] 
133] 
134] 
135] 
[36] | 
= 
140] | 

4]! 
[42] | 


2 

—m’n’+2m 


m’(n+2,”—2m 


=mn+m—1)’ —n. 


= (2n+3)’ 
—=(2m+1)’.n’—2n. 


=|(m®+m)n —(1L+2m)]’ Hanni 


—=(3n+1)’+2n+1. 
—=(3n +1)” +4n+2. 

. 
+4n—1 .. 


—=(9n +2)” +Sn+2. 


= +13 =(16m+7) (25 m+1l) 


=(l/n—ö)’+12n—2... 
. . 
+6... 
(dar 
. 

= (1I2n—4)” +16n—4. . 
+3n+3 
6n+S”+12na+5 
+1)”. 
. 


=(!n+1)’+2° . . . . 3 


—=(4n—1)’+(3n—1)’. 
= — 7)’ 
.. 
= (In . 
—(6n +1? 


—= (6n— 1)? +(8n —2)? 


36n? 


so sind die Theilnenner 


=mn, (2n) 
=mn, (n) 

=mn, (1) 
=m(n+1)—1, 1, (2(m— 1)) 
N, 1, (n— 1) 
=?2n+3,1,(n) 

—=(2m+4 1)n—1,1, (2m —1) 
(m’ +m)n— (1 +2 m), m, (2) 
—=(6n —1), 3, (3n—1) 
—=5n+2,2, (2n) 
=15n—2,3, (1) 
=3n+1,1,1,(2n) 
=3n+1,2,1, (3n) 
=3n+1,1,2,3n+1 
=2n,1,n—1,(?2) 

—=15n —7,2,1, (2) 
—=10n—3, 4,1, (ön—5) 
=6n—2, 1,1, (2) 
=9n+2,2,4,(9n-+2) 
=10r—3,1, 1, (4) 
=0m+B8,1,3, (2) 
=7n—2,1,1,3,(7n—2) 
=17n—3, 2,1, 5, (17n—.3) 
=7n+1,2, 2,1, (7n) 
=6n+2,3,3n,1,(4) 
—=4n+2,n,1,1, (2x) 
=9n+3,n,2,1,2n,(9n +3) 
=Vn—3,1,1,3,1,(9n —4) 
—12n—4, 1,2, 3n—2, 1,5,(6n—2) 
=1?2n+3, 2, 1, In, 5, 1, (6n) 
—=6n+8,1,n,2,3n +3,1,(4n+4) 
=5n-1, (2,2) 

=1/n+2,(4, 4) 

=2n+i,n, (1,1) 

=5n— 2,1, (1,1) 

—=17n—3, 1, (3, 3) 
=13n—8,2, (1,1) 
=29nr+1,2,(2,2) 
—=13n—6,1,1, (1,1) 

=10n +2, 4,1, 5n,(3, 3) 
=10n—3,1,4,5n —2,1, (2, 2) 
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Diese Formeln, die sich noch in’s Unendliche vermehren liefsen, kön- 
nen mit gutem Nutzen gebraucht werden, wenn man Tafeln berechnen will, 
die für jedes 4 die kleinsten Werthe von x und y angeben, welche der 
Gleichung # —4Ay’= +1 Genüge leisten. Sie geben übrigens zu eben 
so viel einzelnen Theoremen über diese Werthe Veranlassung. So z.B. 
kann man sagen, wenn A=n’-+2n—1 ist, so sind die geringsten Werthe 
von x und y, die der Gleichung — 1 Genüge leisten, nach [6], 


Zähler und Nenner des Bruches y=n+1. 


Kinzelne Formeln können auch bei der Untersuchung über die Zerfällung 
der Zahlen in Factoren dienen. Ist z.B. die grölste in /A4 enthaltene 
Zahl 62— 2, und die Periode des entsprechenden Kettenbruchs 
=1,1,2,1,1,2,(62—2), 

so ist nach [19] die Zahl 4 nothwendig ein Product aus den Factoren 
(4 —1)(9r—2); einen ähnlichen Satz würde [22] geben. So lange 
jedoch diese Formeln noch vereinzelt sind, können sie nur einen sehr 
untergeordneten Werth haben. 


Die Gleichung #® — Ay’=—1 ist nach $. 111. und 114. nur und 
immer auflösbar, wenn die Periode eine ungerade Anzahl von Theilnen- 
nern enthält, d.h. wenn sie keinen mittleren Theilnenner hat. Es ist 
daher interessant, zu untersuchen, wie die Zahl 4 beschaffen sein muls, 
damit diese Gleichung wirklich aufgelöst werden kann. Man nehme an, 


es sei a die gröfste ganze in Y4 enthaltene Zahl, und die Periode be- 
stehe aus den Gliedern 


so ist 
+ ($. 14. Form. 8.). 
+ + 1 
+ 


Man setze nun 


Urclie’s Journal d. M. Bd. XI. Hit. 4. 
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— (an, a,)-+ (ar, a,) 
(V A-Fa) a,)+ (an-:; a,) 


so ıst 


Hieraus findet man nach gehöriger Reduction 


9 A= [« (a, a; + [a (a, An) (a + (a, 
(a, , an-ı)” (a, ,@.)’+-(a, 


oder 
10. = —[(e,0,_,) —A(a, 


Nimmt man nun an, dafs 


VA+L 


bezüglich die Werthe von x sind, die den Näherungswerthen 


entsprechen ($. 107. Form. 21.), so ist 
(a,0,” — =+D,, 


Q,,An—ı A,,An 


folglich 

De D, 
b h 
aber auc A=1?+DD, ($.107. Form. 29.) 
also 


11. 
Die Zahlen 7, und D, können keinen gemeinschaftlichen Factor haben, 
denn hätten sie einen solchen, so mülste er nach (11.) auch ein Factor 
von 4 sein; bieraus würde folgen, dals er auch ein Factor von a, «, ist, da 
man (a,a,”=+D,-+-4(a,,e,) hat, und eben so würde folgen}, dals er 
auch ein Factor von a, @„_, ist; es mülsten also a, a, und a, a,_, einen ge- 
meinschaftlichen Factor haben, was nicht möglich ist, da sie Zühler und 
Nenner des Kettenbruchs | 

sind ($. 10.). 

Die Gleichung Ay’ =—-1 kann daher nur dann statt finden, 
wenn sich 4 in zwei Quadrate zerlegen lüfst, deren Wurzeln Primzahlen zu 
einander sind; es mufs daher 4 entweder = + (?u+1)’ oder 


- 

| M 

N (a, a,)-t+a,, 
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—= (2!:+1)-+(2u+1)? sein, d.h, die Gleichung hat keine Auflösung. 
wenn A in der Form #r oder in der Form 42 -+-3 enthalten ist. 

Es verdient noch bemerkt zu werden, dals auch y die Summe 
zweier Quadrate ist, deren Wurzeln Primzahlen zu einander sind. Da 
nemlich Yy der Nenner des Kettenbruchs 


ist, so findet man y = (a,, + ; aber @,,@, und a,,a,_, sind 


Zähler und Nenner des Kettenbruchs und 
| haben daher keinen gemeinschaftlichen Factor. 
H7. 
Hat die Periode einen mittleren Theilnenner, so dafs sie aus den 
Gliedern 


besteht, und ist @ die grölste in y 4 enthaltene Zahl, r der erste Nühe- 
rungswerth, der der Gleichung 


Genüge leistet, so ist 
p 1 ( 
/ 4 
a, , An— 
An 
1 
Ga 
u.» 
An-ı 


Hieraus findet man 

Substituirt man diese Werthe in der Gleichung 

(a, 
so erhält man 
nun ist aber auch _ (0,0, — 4(a,, —+D*), 
folglich 

d.h. D ist ein Factor von ?2a,a,. 


VA+I 
D 


der Werth von z ist, aus dem man a,.+. findet. 


44 * 


*) Wenn nemlich 
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Die Zahlen a,a, und a,,e,„ haben keinen gemeinschaftlichen Fac- 
tor; ist daher D eine ungerade Zahl (und mithin ein Factor von o,«,), 


so folgt 


(a, An)” A(a, 
123, D. ni D — +1, 


D mufs also auch ein Factor von 4 sein. Es sei a,o,=k.D, A=I.D, 
so folgt aus (135.) 


14. =F71, 
Ist D eine gerade Zahl = 2E, so ist E ein Faetor von a, e,; die Gleichung 
(12.) geht daher in folgende über: 


(a, a)” A(a, An)” 
15. E E 


es mufs hier wieder E ein Factor von 4 sein; setzt man a,0,„=k.E, 


4=1.E, so hat man 
16. 


Ist 4 eine Primzahl von der Form 42 +1, so muß. /=1 und 4=D 
sein, wenn D eine ungerade Zahl ist; die Gleichung (14.) geht alsdann 
in folgende über: 


== 22; 


17. =F1. 

Diese Gleichung kann aber nicht statt haben, man möge das obere oder 
untere Zeichen nehmen; denn im ersten Falle würde die Gleichung 

eine Auflösung haben, was nieht möglich ist, da der Kettenbruch einen 
mittleren Theilnenner hat; im zweiten Falle würde die Gleichung 

—Ay)—1, 
durch Werthe von x und y aufgelöst werden, die kleiner als » und g 
sind, was ebenfalls gegen die Voraussetzung ist. Aus Gleichung (16.) 


würde folgen 
18. 


wenn Ä=E und folglich 2= 1 wäre; diese Annahme ist aber unmöglich, 
weil sonst D=24, also D>2y A wäre, gegen $.110. Es mülste folg- 
lich E=1, 4=]1sein, und es würde daher aus Gleichung (16.) die Gleichung 
19. 
folgen. Sind aber & und a,,@, beide gerade Zahlen, so sind ihre Qua- 
drate in der Form 4 enthalten: es mülste daher ?— A(a,, a.) durch 4 
theilbar sein. Ist 4 eine gerade, a,,@, eine ungerade Zahl, so ist A? in 
der Form 4m, («a,, @,) in der Form 4» +1 enthalten: es ist also' auch 
A (a,, in der Form +1 enthalten, und daher kann A (a,, a„)? 
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nicht durch ? theilbar sein. Ist endlich @,,a,. und k ungerade, so ist 
sowohl als auch in der Form -+1 enthalten, daher mufs 
*— 4A(a,,0„)' durch 4 theilbar sein. Es kann daher unter der Voraus- 
setzung, dafs 4 eine Primzahl von der Form 42-H1 ist, weder die Glei- 
chung (17.) noch die Gleichung (19.) statt haben, d.h. es kann überhaupt 
eine solche Zahl nicht so beschaffen sein, dafs die Periode des ihrer Oua- 
dratwurzel entsprechenden Kettenbruchs einen mittleren Theilnenuner ent- 
hielte; es ist daher für eine solche Zahl immer möglich, die Gleichung 
=—1 
zu lösen, und sie besteht aus der Summe zweier Quadrate, deren 
Werth man jedesmal durch die Entwickelung des Kettenbruchs finden 
kann; es ist nemlich 
A=1?’+D), 
wo 7, und D, die in $. 116. bezeichneten Werthe haben. Die Natur der 
Zahlen /, und D, kann noch genauer bestimmt werden. Es ist klar, dafs 
eine dieser Zahlen gerade, die andere ungerade sein mufs: es ist aber 
immer Z, gerade, D, ungerade. Denn in $. 116. wurden die zwei 
Gleichungen 
(a, —4 Q,)” +D, (a, =+D, 
gefunden; da nun = +1 ist, so können die 
Zahlen a,; @,,Q,; weder alle gerade noch alle ungerade 
sein; es müssen vielmehr entweder drei ungerade und eine gerade sein, 
oder es müssen von den Zahlen a,a,; @,,40,_,5 Q,@,_ı5 Q,, @„ entweder 
nur die zwei ersten, oder nur die zwei letzten gerade sein. Die Voraus- 
setzung, dals drei Zahlen ungerade sind, eine gerade, ist aber unstatthaft, 
weil sonst von den zwei Ausdrücken 
und —4A (a, 
einer einer geraden, der andere einer ungeraden Zahl entspräche. Es 
muls daher nothwendig eine der zwei Zahlen «,a, und o,, «, gerade, die 
andere ungerade: sein, und dasselbe gilt von den zwei Zahlen «, «,_, und 
Mithin ist (a, a,” —4A(a,, a,) und also 
auch D, eine ungerade Zahl, und /, eine gerade *). 
118. | 

Ist 4 eine Primzahl von der Form 4m +3, so muls der Y4 ent- 

sprechende Kettenbruch eine Periode mit mittlerem Theilnenner haben 


®) Dies. hat zuerst Gaufs auf anderem Wege gefunden, Disg. arith. art. 265. 


I = 
. \ 
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(116.). Da nun die Gleichung. (17.) auch für diesen Fall nicht statt haben 
kann, so muls die Gleichung (19.) gelten, also D=2 sein. Ist 4 von 
der Form Sm +3, so kann nur die Gleichung 

= —?2, 
ist dagegen 4=8m--7, nur die Gleichung 

realisirt werden. Denn es ist einleuchtend, dafs in jedem Falle die Zahlen 
k und a,, a, ungerade, also ihre Quadrate in der Form 872 +1 enthalten 
sein müssen. It /=8m+3, so kann nicht 4° — 2 = A(a,, 
Sm+-1—?2= (Sm +3)(Sm-+1) sein, und ist =8Sm-7, so kann 
nicht = 4(a,, a,), d.h. Sm +1 Da 
o,a,—=KkE und E=1 ist, so hat man, wenn A in der Form 8m +3 


enthalten ist, 
Aa, =—2; 


ist dagegen A in der Form 82 -+-7 enthalten, so hat man 

(a, a,’ 
d.h. je nachdem 4 eine Primzahl von der Form 8m +3 oder 
8m-7 ist, wird der mittlere Theilnenner a,,, eine gerade 
oder ungerade Stelle einnehmen, weil, je nachdem das Eine oder 


das Andere der Fall ist, - kleiner oder gröfser als YA sein, und daher 


Ay 


«, eine ungerade oder gerade Stelle einnehmen muß, | 
Sobald 4 eine Primzahl ist, so kann nur in dem Werthe des 


Ausdrucks Al. aus welchem sich der Theilnenner «,,, ergiebt, D=2 


D 
sein: denn fände sich ein anderer Ausdruck 26% I, 


‚„ der einem anderen 


Theilnenner entspräche, so würde sowohl die Gleichung = —Ay°=? 
als — =—2 aufgelöst werden können, was, wie so eben bewie- 
sen wurde, unmöglich ist (vergl. $. 114.). Übrigens hängt der Beweis 
des Satzes, ‚dals die Gleiehung — Ay = —?2, und die Gleichung Ay’ 
bezüglich nicht für die Zahlen A= 8m +7, 4A=8m+3 statt ha- 
ben kann, nicht von dem Umstande ab, dafs diese Zahlen Primzahlen 
sind, sondern gilt auch für alle übrigen. 


Das Vorstehende bietet ein neues Hülfsmittel dar, die Prim- 
zahlen von der Form 472.-+3 von den zusammengesetzten Zahlen in vielen 
Füllen zu unterscheiden. Ist nemlich eine Zahl 4=4r-+-3 gegeben, s® 
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entwickele man den dem Werthe Y'.4 entsprechenden Keitenbruch. Ist als- 


A+I 


nenner findet, D nicht =, so ist man sicher, dafs 4 keine Primzahl 
ist, wiewohl umgekehrt D=? und 4 dennoch eine zusammengesetzte 
Zahl sein kann. Sobald A eine ungerade Zahl und D=? ist, so ist der 
mittlere Theilnenner oder =«—1, je nachdem eine ungerade 
oder gerade Zahl ist. Denn aus der allgemeinen Gleichung 
+DD, ($. 107., 29.) 
folgt im vorliegenden Falle, wo D,=2ist, 
I=4-—2D, 


‚„ aus welchem man den mittleren Theil- 


dann in dem Ausdrucke 


oder 
und, wenn man setzt, 
| I’ >a+m—4, 


1,>.—2; 
da aber zugleich 7, nicht grölser als «a sein kann, so kann es nur =a 
oder =ce—1 sein. Ferner mufs /, eine ungerade Zahl sein, weil 4 
ungerade und 4= 1?+DD, ist, folglich , =« oder =« —1, je nach- 
2 
haltene Zahl ist, so folgt @,},, —=/ı. Man kann daher auch sagen: wenn 
A eine Primzahl von der Form 42 +3 ist, so muf[s der mittlere Theil- 
nenner =c oder =a—1 sein, je nachdem @ ungerade oder gerade ist. 
Für den Werth D=2 folgt (aus $. 117. Formel 12.): 


a 
a), ’ 


mithin 


dem @ ungerade oder gerade ist; da aber a,,ı die grölste in ent- 


nun ist 


also 


0,0,=0.0,,0,+ 


An 
It 4=4n+3, so hat man daher @,, @, = 2a,,a,_,, wenn a ungerade 
ist, und 20, , 0,41 @,,@,, wenn @ gerade ist. 
19. 0 
Die Aufgabe: alle Werthe zn finden, welche der Gleichung x«’— 4y’ 
—=1 Genüge leisten, ist als ur Fall in folgender allgemeineren ent- 


halten. Es sei der Ausdruck EN 4 gegeben, wo 2I, D, A ganze Zah- 
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len bedeuten, und /<y 4, D<?2y A ist; man soll die Werthe finden, 
die der Gleichung 


20. Ay’ = n? 
Genüge leisten, wenn z den grölsten gemeinschaftlichen Factor der drei 


A—T 
Zahlen 21, D, = =D bedeutet. Da hier von Anfang an die Werthe 


von I und D in Grenzen eingeschlossen sind, so muls derselbe Werth 
Ines auch wieder vorkommen, wenn man die Entwickelung dieses 


Werthes durch einen Kettenbruch ausführt. Dieser Kettenbruch ist daher 
von Anfang an periodisch. Es seien die Glieder der Periode 


(Amy 


also vYA+I 
—D7% amt Am—ı 
1 
Hieraus findet man die zwei Gleichungen 
— Im + @m-ı — Im-ı3 
21 
also 
__ — A, , 
D f 
und 


(A—T) _ a,,am.D° 


Man setze a, — .I= so ist 


D D* 
a, An—qQ,, Am. 


— Am Am = +1, 
wo das obere oder untere Zeichen genommen werden muls, je nachdem 


YAH is, d.h. je nachdem die Anzahl 


Am 


srölser oder kleiner als 


Am 


=; 
| 
| 
| | 
{ 
Br | 
z | 


Stern, INeorie der Kettenbrüche. 341 


der in der Periode enthaltene Theilnenner gerade oder ungerade ist; setzt 


. man im letzteren Falle den Kettenbruch 


und q 
D 


Es kann nun leicht bewiesen werden, dals im ersten oder letzten Falle 
bezüglich 


so hat man 


n.D und oder 2.9 und n 
die kleinsten Werthe von x und y sind, die der Gleichung (20.) Genüge 
leisten, und dafs man alle übrigen Werthe durch die Formeln 
— A 
im ersten Falle, oder durch die Formeln 
— (np —nwV A) 
ira zweiten Fälle erhält. Die genaue Erörterung wird jedoch hier über- 
sangen, um die Abhandlung nicht zu sehr auszudehnen *), 

Schlülslich möge noch Folgendes bemerkt werden. Die Eigen- 
schaft der in der Form 42-1 enthaltenen Primzahlen, dafs der ihrer 
Quadratwurzel entsprechende Kettenbruch keinen mittleren Theilnenner 
enthalten kann, kann in vielen Fällen dazu dienen, diese Primzahlen von 
den zusammengesetzten zu unterscheiden. Ist nemlich eine Zahl 4=4n +1 
gegeben, so verwandle man Y 4 in den entsprechenden Kettenbruch; ent- 
hält dieser einen mittleren Theilnenner, so weils man mit Gewilsheit, dafs 
A keine Primzahl ist. 


*) Die Auflösung der Gleichung (20.) hat zuerst Gaufs gegeben (Disq. arithm. 
art. 199.); man vergleiche auch Legendre Theorie des nombr. part.1. |. IX. 
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Zusätze. 


Zu $ 17. 
Eine, der hier angenommenen, ähnliche Bezeichnung hat schon 
Legendre gebraucht. 8. Zraite de fonct. ellipt. T.2. pag. 509. 


Zu $. 28. 
Man vergl. Euler Introd. in. anal. inf. Cap. 18. 
Zu $ 
Anmerk. Da 
a, +4 


so kann man statt 


A 
m F 1 
Am + Am+ı . ach D Um 


auch folgenden Ausdruck schreiben : 


Am + „ach «Um 
Aus dem Ausdrucke 


1 1 2 3 4 


findet Euler (Opuse. anal. 7.2. pag.155.) vermittelst der Formel (2.) 


1 
Armee: ) 


2=1+ 
etc. ? 
oder 


35.257.079... 
und bemerkt hierbei „cujus veritas non facile perspicitur, guoniam nu- 
meri factorum in numeratore et denominatore non aeguales statui pos- 
sunt, etiamsi ambo sint infiniti.” Indessen läfst sich die Wahrheit dieses 
Ausdrucks ganz einfach auf folgende Weise darthun: Nimmt man das 


unendliche Product stückweise, so hat man 
2.1°.2.4.3°.4.6.5° 
1.9. 


4 


| 
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Überhaupt kommen im Zähler die Quadrate aller ungeraden Zahlen vor, 
und aulserdem kommen alle geraden Zahlen doppelt vor, so dals (?m —1)} 
zwischen 272 und 22 steht. Im Nenner dagegen kommen die Quadrate 
aller geraden Zahlen vor, und ferner alle ungeraden Zahlen doppelt, so 
dafs jedes Quadrat (272) zwischen 2m +1 und steht. Nimmt 
man daher den Zähler Lis zur Stelle, wo der Factor ? rn zum ersten 
Male vorkommt, so wird dieser 
nimmt man hierzu den Nenner bis zum Factor ?(n—1)’, so wird der Nenner 
—1, 

und der ganze Bruch 

Nimmt man dagegen die Zähler bis zur Stelle, wo der Factor ?(m — 1)? 
vorkommt, so wird dieser 

nimmt man hierzu den Nenner bis zur Stelle, wo m +1 zum ersten 
Male vorkommt, so wird dieser 
+1, 

und der ganze Bruch 

2m+t1' 
Ist nun 2 unendlich grols, so fallen in beiden Fällen Zähler und Nenner 
zusammen, und man hat daher 


2:9. 


1= 


Zu $. 34. 
(ea) = (b).(e) 


läfst sich die allgemeinere Frage knüpfen, wie man das Product zweier 
Kettenbrüche wieder unter der Form eines Kettenbruchs darstellen kann. 
Es seien die zwei Kettenbrüche 


etc. 


etc, 
gegeben: man soll einen dritten Kettenbruch 


An die Formel 


45 * 


4 
| 
| 
| 
| 
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ı 


d, etc. 
finden, so dals [3] = [1]. [2] 
ist. Verwandelt man den Kettenbruch [1] in eine Reihe (nach $.28.), 
so dals +%-+....) 


ist, und eben so den Kettenbruch [2], so dafs 


[2] 


ist, so hat man bekanntlich 

ist. Hieraus folgt (nach $. 32.) 


=(1+2 - xa.A, 
1— 
Es ist aber 
b, b, .b, b, b, b, 


B, 
"2,20 


Wendet man diese Erörterungen auf das Beispiel des $. 34. an, indem man 
1]=(1+x»), R]>=(1+x)" setzt, so ergiebt sich 
e=1,,=1, 


und 
A=1, 


B=nx, D, == — (n—1)x, B = 


folglich 


3 d, 
d, 
B B.B B,.B,.B 
| und daher 
| 
| N 
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yı=(r+n)z, 


6 
also 
(rtn\x 
(En) 
(r+n-1)(r+n)a” 

2 6 


Hieraus findet man, nach gehöriger Reduction, 


n (r+n)& 


wie schon $. 34. gefunden wurde. 

Auf ähnliche Weise würde man auch einen Kettenbruch finden 
können, der dem Producte von mehr als zwei Kettenbrüchen gleich wäre. 

Verbindet man das hier über die Multiplication der Kettenbrüche 
Gesagte mit der Bemerkung, dafs man jede ganze Zahl, und zwar auf 
verschiedene Weise, in einen Kettenbruch, der ohne Ende fortläuft, ver- 


wandeln kann, so kann man hierdurch eine Menge von Formeln ableiten. 


So z.B. ergiebt sich aus dem Ausdrucke m = —-" — die Formel 
n—m-- m 
m = (vergl. $. 65.). 
n— nm 
— melc 
Hieraus lälst sich schon manche merkwürdige Beziehung finden. Setzt 
man z.B. z=m-+1, so hat man n = mmrt 7 (wie man auch finden 
t-+ etc. 
gt wenn man den ganzen Kettenbruch = x setzte, weil alsdanı 
== wäre). Setzt man z=m-+-2, so hat man 
2 
15] m=— 
"2-+etc.; 


eben so ist 


| 
| 
| 


1 
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[6] r. 
etc. ? 


2 elc.? 


und wenn man eine gröfsere Anzahl von ganzen Zahlen m, r, 5, t, ...». 
in Kettenbrüche verwandelte, so fünde man auf dieselbe Weise 


also 


m.m+2 r.r—-2 s.s+-2 x (mrs....)(mrs....+2) 
2 etc. 2 etc. 2 etc. 2 etc. 


Diese Betrachtungen lassen sich in’s Unendliche fortsetzen, bieten aber 
weiter keine Schwierigkeit dar, und können daher hier abgebrochen werden. 

Auf eine andere Weise kann jede ganze Zahl in einen Kettenbruch 
vermittelst der Formel nm = m—1 + verwandelt werden, aus welcher 


man 


m—1 etc. 
findet. Es böte sich hier auch die Gelegenheit dar, mancherlei interes- 
sante Reihen zu entwickeln; der Kürze halber möge hier nur folgende 
Platz finden. Setzt man in Formel [7] für » den Werth 2, so hat man 


2=1+ 
147 etc 
verwandelt man diesen Kettenbruch nach ($. 28.) in eine Reihe, so fin- 
det man 2 2 94 98 


2 
Das Gesetz, nach welchem diese Reihe fortgeht, ist einleuchtend 


Eine andere Formel, vermöge welcher man eine ganze Zahl in 
einen Kettenbruch verwandeln kann, ist auch folgende: 


[S] m=m-+t1—- 


m 1 etc.’ 
welche man au n=m-+1— — ableiten kann (vergl. $. 62.)- 


Verbindet man nun eine der Formeln [4], [7], [8] mit irgend einem 
bekannten Kettenbruche durch Multiplication, so kann man hierdurch eine 


= 
ER 
m 
Il m=m—1 
| 
» 
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unzählige Menge neuer Kettenbrüche finden. Jedoch muls der Verfasser 
gestehen, dals er auf diesem Wege, gegen Erwarten, nur sehr verwickelte 
Ausdrücke gefunden hat, selbst wenn die einfachsten Verbindungen ange- 
wandt wurden. Es soll z.B. der Kettenbruch 


1=2—| 
2 etc. 
(den man aus Form. [8] erhält, wenn man 7 = 1 setzt) mit dem Ketten- 
bruche 1 
1 2.3 
1 
eic. 


multiplicirt werden. Setzt man den ersten Kettenbruch = [1], den zwei- 
ten = [?], so hat man 
B=1, A=1.3, 


mithin 
3 35 53 
y=-l, Y = 759 
und 
3 3 
=2x 
3.35 
33 
1 4'72 74 etc. 
53 
37 90 
0 c, 
Zu $. 49. 


Verwandelt man das unendliche Product 
12 4 6 101216 


nach Formel (4.) in einen Kettenbruch, so findet man 


| 
| | 
| 
| 
EEE 
j 
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4.5 
_ 16.11 
23 etc. 
nun ist aber 
4—2 
also 
1 (vergl. $. 65.), 
4 2.8 
4.5 
etc. 
also 
12 42610 


wie schon Euler gefunden hat. (Introd. in. anal. inf. T.1. 8.277.) 


Zu $. 53. 

Zu den convergenten Kettenbrüchen rechne ich auch diejenigen, 
welche sich einem bestimmten Werthe oder einem anderen be- 
stimmten Werthe nähern, je nachdem man ?r oder ?22-+1 Theilbrüche 
zur Berechnung anwendet. Diese Kettenbrüche entsprechen den Reihen, 
bei welchen man sich einem bestimmten Werthe oder einem anderen be- 
stimmten Werthe immer mehr nähert, je nachdem man oder +1 
Glieder zur Berechnung anwendet. Eine solche Reihe ist z. B. die folgende: 

et. 
Vereinigt ınan je zwei aui einander folgende Glieder, so gelit die Reihe 
(4) in folgende über: 


1 1 1 1 
nat. 2. 


Das allgemeine Glied der Reihe (4) ist 74, so dafs die einzel- 


nen Glieder sich mehr und mehr der Einheit nähern, und wenn man 
zn = oo setzt, wird der letzte Theil der Reihe 


| | | | | 
— 
| 
| 
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sein. Daher wird der Werth der Reihe (4) gegen den bestimmten Werth 
log. nat. 2. oder gegen den Werth log. nat. 2-+1 convergiren, je nach- 
dem man eine gerade oder ungerade Anzahl von Gliedern zur Berechnung 
anwendet. Man kann aber jede convergirende Reihe in eine der Reihe 4 
ähnliche Reihe verwandeln, wenn man zwischen je zwei Gliedern die Glie- 
der +1—1 einschaltet. Solche Reihen könnte man allenfalls zweideu- 
tige convergirende Reihen nennen; in keinem Falle dürfen sie aber wohl 
zu den divergirenden Reihen gerechnet werden. Verwandelt man num 
eiire solche Reihe nach $. 31. in einen Kettenbruch, so mufs dieser ein 
zweideutiger convergirender Kettenbruch sein, d.h. ein Kettenbruch, dessen 
Werth sich immer mehr einem bestimmten oder einem andern bestimmten 
Werthe nähert, je nachdem man eine gerade oler ungerade Anzahl von 
Theilbrüchen zur Berechnung anwendet. Hiernach ist das, was in $.54. 
gesagt worden ist, zu ergänzen. Sind nemlich bei einem zweideutigen 
convergirenden Kettenbruche alle Theilzühler und Theilnenner positiv, so 
kommt man allerdings auch dem wahren Werthe desto näher, je mehr 
Glieder man zur Berechnung anwendet; da aber ihr wahrer Werth zwei- 
deutig ist, oder da die Reihe, so zu sagen, zwei wahre Werthe hat, so 
kommt man bald dem einen, bald dem andern nüher. So z.B. ergiebt sich 
aus der Reihe (4) der zweideutige convergirende Kettenbruch 


welchen Kettenbruch schon Euler (Opuse. anal. 7.2. pag. 156.) gefun- 

den hat (nur dals er den Werth der Reihe (4) = log. nat. 2-+-} setzt, 

was aber ollenbar nur das Mittel aus den zwei Werthen log.?. und 

log. 2+1 ist). Keinesweges kann ich mich aber zur Ansicht des Herrn 

von Ettingshausen bekennen, der solche Kettenbrüche als divergirende 

betrachtet (vergl. dessen Vorles. über die höh. Mathem. Bd. 1. 8.72.). 
Zu Kap. >. D. 

Da hier gezeigt wird, wie man die gröfste und kleinste Wurzel, 
wenn sie reell sind, oder die zwei grölsten und kleinsten Wurzeln, wenn 
sie imaginär sind, direct finden kann, so erwächst hieraus zugleich eine 
wesentliche Verbesserung der Methoden, die Legendre zur Auflösung 
der Gleichungen gegeben hat, im Anfange zu seiner Zheorie des nombres, 
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3 
1 + 
1 etc.? 


27. Stern, Theorie der Kettenbrüche. 


wenn überhaupt diese Methoden nach dem Erscheinen von Fourier’s 
Analyse des eguations noch einen Vorzug haben. Noch leichter können 
diese Wurzeln durch die Methode gefunden werden, die ich im Journale 
für die Mathem. Bd. 9. S. 305. ff, gegeben habe. 


Die Anwendung der Kettenbrüche auf die Auflösung der Differen- 
zialgleichungen, wiewohl sie manche Schriftsteller als besonders wichtig 
hervorheben, ist wissentlich in dieser Abhandlung übergangen worden. 
Sie beruht nemlich auf keinem besonderen Principe, sondern auf einer 
Substitutionsmethode, ähnlich der, die in $. 87. angewandt worden ist. Ist 
z.B. eine Dillerenzialgleichung zwischen den zwei veränderlichen Grölsen 


x und y gegeben, die durch 

Fa, y)= 0 
ausgedrückt wird, so suche man einen Nüherungswerth von y, er sei =; 
man setze alsdann ySa+n, und substituire diesen Werth statt y in 


I(x,Yy), so erhält man eine neue Gleichung F(x,y,)=0; hier kann man 
wieder einen Nüäherungswerth von y, finden, es sei dieser a,; alsdann kann 
man wieder statt y' den Werth «a, +; substituiren, und fährt man so 
fort, so wird der Werth von y durch einen Kettenbruch F (a+1:0,+1:e,etc.) 
ausgedrückt. Wiewohl Lagrange diese Methode besonders empfiehlt, 
(Mem. de l’ac. de Berlin 1776.), so geht doch schon aus dem, was mehr- 
mals über das Verhältnifs der verschiedenen Entwickelungen in unendlich 
fortlaufenden Ausdrücken erinnert worden ist, hervor, dals im Allgemei- 
nen solche Entwickelungen vor anderen keinen Vorzug haben können, 
da sie unter einander nur der Form, nicht aber dem Wesen nach ver- 
schieden sind, und so ist wohl auch die Methode, Differenzialgleichungen 
durch Hülfe der Kettenbrüche aufzulösen, der längst bekannten Methode, 
die dasselbe durch unendliche Reihen leistet, nicht vorzuziehen, da, beson- 
ders bei den Kettenbrüchen, die Bestimmung des vernachlässigten Restes 
so wichtig und in den meisten Fällen so schwierig ist. Dies hat auch 
schon Legendre bemerkt (Exerc. du calec. integr. T.2, pag.223.). 


Eine wichtige Bemerkung über Kettenbrüche von Jacobi, die 
aulserhalb des Planes dieser Abhandlung liegt, findet man im Journ, f. d. 
Math. Bd. 7. S.41. ff., und eben daselbst S. 48. — 50. interessante Bemer- 
kungen von Hill, 


“= 
= 
- 
} 
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32. 


Note sur la loı de la refraction simple. 


(Par Mr. Pagani, Prof. ord. a la facult des sciences de l’Universit€ de Liege.) 


U, rayon lumineux part d’un point determine, et traverse plusieurs mi- 
lieux diaphanes contigus, dont les surfaces de s@paration sont donndes. 
Soit L= 0 l’@quation, en termes finis, d’une quelconque de ces surfaces. 
Denotons par s, s’, les longueurs du rayon refracte, interceptdes par la 
surface L, et les deux surfaces qui la comprennent. Soient a, «‘, deux 
constantes, dont la premiere d@pend de la nature du milieu qui contient 
la portion de rayon s, et la seconde depend de la nature du milieu qui 
contient s’. 

D’apres le principe de la moindre action, on doit avoir 

en observant que les variations des coordonndes doivent satisfaire aux 
equations dL,=0, etc., dont le nombre est Egal ü celui des sur- 
faces de scparation. En d’autres termes, il faudra combiner l’@quation 
pr&cedente avec celle-ci: 

En developpant ces deux «quations, et en @galant separdment ü 
zero les cocfficiens des variations Öx, on aura, relativ@ment ä la 
surface Z, les @quations 


ds ‚ds’ 

ds ‚ds’ dL_ 

dL 


Cela pos@; prenons pour axe des x la normale ü la surface Z, 
mende au point ou elle est rencontrde par les droites s, s“. On sait par 
dL dL 


la theorie des surfaces courbes que l’on a, dans ce cas, =, 7% 
D’un autre cöte, en designant par @, ß, Y’, les cosinus des angles 


46 * 
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. ds 
que font les droites s, s’, avec les axes des x, y, z; on doit avoir Tea 
ds 


etc., et 
et au moyen de ces valeurs on d@duira succesivement des deux &quations 
precedentes, | 

Mais 1—«’ est le carr@ du sinus de langle que fait avec la nor- 
male ü la surface Z, le rayon imident s, et 1—«”, le carr& du sinus de 
langle avec la droite, par le rayon r£fracte s’; d’ou il suit 
que ces sinus sont dans un rapport constant. On voit donc, comment on 
peut döduire du principe de la moindre action une demonstration aussi 
göndrale que facile de la loi d@couverte par Snellius et Descartes. 


- 
“ 
7 
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33. 
Solution generale d’un probleme d’analyse combinatoire. 


(Par Mr. Ramus, lecteur en math. de l’universit@ de Copenhague.) 


Dans le Bulletin des sciences mathem. etc., fevr. 1829., Mr. Cournot 
a trait@ le probl&me suivant, dont celui de Mairan n'est que le cas Ile 
plus simple: 

„Sur le nombre total des combinaisons qu’on peut faire avec un 
„nombre donne de pieces, d@terminer separdment le nombre de celles 
„dont les exposans *), divis@s par un certain module p, donnent pour reste 
„lun des nombres 0, 1, 2, 3, 2 —1.” 

La solution de Mr. Cournot est fondÖe sur la nature des fonc- 
tions cherchees yP, yP® (x le nombre des pieces) 
de satisfaire a ces Equations lindaires aux dillÖrences finies, Vaccroissement 
de x e£tant 1, 

r designant un quelconque des nombres 1, 2, 2... p—1. Liintegration 
complete en est facile, et les constantes arbitraires peuvent &tre determi- 
pour chaque cas particulier. En posant successivement 
—4, il trouve: 

1) pour =, les formules bien connues: 
= 


+1coirc—1, 


7, singen, 


39% —1 cos — sin 
3) pour p=4: 
siniee, 
— 


®) Mr. Cournot appelle zn l’exposant d’une combinaison n A n. 


| 
2) purp=3: 
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Enfin il ajoute: „il serait curieux de savoir si, en gendral, les termes 
„affeetes de 2° ont, dans toutes les fonctions y, des coefficients egaux en- 


„treux et a 2 et si lorsque le nombre p n’est pas premier, il y a tou- 
„jours un certain nombre de termes qui disparaissent de la valeur de y..” 


Le but de cet article est d’offrir la solution generale du probleme 
qu’on peut trouver sans diffieult@ en suivant une voie differente. 


En effet la solution generale est contenue dans ces deux formules: 
A. (2 cos —) cos — —1 
(B) + z (2cos cos 
la somme etant prise inelusivement depuis jusqua k=4p—1, 
si > est un nombre pair, et jusqu’a 3(p—1) si p est impair. 


Demonstration. Soit f(y) la fonction g@neratrice de a, en sorte que 
too 
Par la nature des racines de l’&quation m’—1=0 on a 
2, a" ter Pflary)=pla,y ta. te). 
Done si l'on observe que yY? n’est que la somme des coefficients de y’, 
yrt, etc. dans le developpement de la fonction on 
trouve en faisant dabord /y)=(1+y)"—1, pus y=1: 


k=p 


Ir 
En faisant & = cos— + y(—1)sin— on a 
pP 
2krae__ 
— c08 
kı\* 


= (2cos —) (008 (a (1) sin («—2n)), 
dont il faut prendre la double-somme depuis 
ou 3(p—1) (selon que p est pair ou impair), ce qui fera necessairement 
disparaitre les imaginaires, puisque le r&sultat doit en &tre delivre. A cette 


somme si l’on ajoute le terme 2“, donne par Ä=0, on a la valeur de 
la serie 
Han)“, 


faut substituer dans l’@quation (3.) pour avoir les deux @quations (4.) 


Ze: 
| | | 
| - 


| 33. Ramus, solution d’un problöme d’analyse comdinatoire, 355 


k=p 
et (B.), dont la difference est due au terme 3 «'?”, qui s’@vanouit pour 


toutes les valeurs de r, except€ r= 0 qui le rend &gal ü >. 

Le prineipe, dont on fait ici usage, est le m@me qui a dt@ em- 
ploy@ dans plusieurs autres circonstances, par exemple par Mr. Poisson 
dans sa belle theorie des series periodiques (Journal de l’ecole polyt. 
19"" cah. p. 421.), par Mr. Abel dans son premier md@moire sur la rdsolubi- 
lit& des @quations algebriques 1” p. 72. de ce journal), par Mr. Jür- 
gensen dans ses „‚remarques sur une certaine transformation des fonctions 
(tom. 6"° p. 197. de ce journal). 


Copenhague 20, septembre 1833. 


| 
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34. 
Analytisch-geometrische Aphorismen. 


(Fortsetzung von No. 15. im 3ten Hefte, No. 24. im 4ten Hefte X. Bandes, No, 3. im Isten Hefte, 
No. 9. im 2ten Hefte und No.19. im vorigen Hefte dieses Bandes.) 


(Von dem Herrn Professor Plücker zu Berlin. ) 


v1. 
Über die Steinersche Verallgemeinerung der Malfattischen 
Aufgabe. 


1. Bevor ich zur Construction der genannten Aufgabe: 
„\renn irgend drei Kreise gegeben sind, drei neue solche Kreise zu 
beschreiben, von denen jeder die beiden übrigen und zwei der drei 
gegebenen berührt,” 

übergehe, mufs ich den folgenden Satz vorausschicken, 

Wenn irgend zwei gegebene Kreise von irgend einem 
dritten Kreise aufserhalb berührt werden, und man von ir- 
gend einem Puncte ihrer gemeinschaftlichen Chorde’ zwei 
Tangenten an dieselben zieht, so kann man einen neuen 
Kreis beschreiben, welcher den dritten Kreis in einem sei- 
ner beiden Durchschnittspunete mit der gemeinschaftlichen 
Chorde und zu gleicher Zeit jene beiden Tangeuten berührt. 

Ich beabsichtige bei der Aufstellung dieses Satzes keinesweges All- 
gemeinheit, und in der Fig. 1. (Tal. V.) beziehe ich mich, mit blofser 
Rücksicht auf das Folgende, auch wiederum nur auf den besondern Fall, 
dafs die beiden gegebenen Kreise sich berühren, und zwar aufserhalb. 
Hiernach seien C und C’ die beiden gegebenen, sich aufserhalb berühren- 
den Kreise; Y sei irgend-ein dritter Kreis, der beide aulserhalb berührt. 
ON sei die gemeinschaftliche Chorde (innere gemeinschaftliche Tangente), 
PQ eine äulsere gemeinschaftliche Tangente der beiden gegebenen Kreise 
und Von irgend einem Puncte, O, auf der gemeinschaftlichen Chorde, 
ON, dieser Kreise, seien an dieselben die beiden Tangenten OP und 00 
gelegt. Dies vorausgesetzt, beruht der Beweis des vorstehenden Satzes 


darauf, zu zeigen, dals es einen solchen Kreis giebt, der den Kreis Y in 


FR 
“ 
| | 
- 
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N' (einem der beiden Durchschnittspunkte dieses Kreises und der ge- 
meinschaftlichen Chorde O/V), und überdies OP und OP berührt. 

Alie beliebigen Kreise, welche zwei gegebene, C und C’, aulser- 
halb berühren, werden von der gemeinschaftlichen Chorde dieser beiden 
gegebenen unter constanten Winkeln geschnitten, und zwar unter densel- 
ben Winkeln, als die äufsern gemeinschaftlichen Tangenten der beiden letzt- 
genannten Kreise. Dies ergiebt sich sogleich, und ist implicite schon in 
der 195sten Nummer des ersten Bandes meiner „Entwickelungen” ent- 
halten. Die Tangenten eines solchen Berührungs-Kreises y, in dessen 
Durchschnittspuncten mit der gemeinschaftlichen innern Tangente der bei- 
den gegebenen Kreise, sind also den äulsern gemeinschaftlichen Tangenten 
dieser Kreise parallel. So ist 0’ P’, die Tangente in /V’, der gemeinschaft- 
lichen Tangente OP parallel. Nun berührt aber ferner, nach einem Satze 
des IV. $. dieser Aphorismen, derjenige Kreis, weicher die beiden geraden 
Linien OP und OP berührt, und durch /V, den Durchschnittspunct der 
gemeinschaftlichen Chorde ON und der gemeinschaftlichen Tangente PL, 
geht, zugleich auch diese Tangente in dem letztgenannten Puncte /\V. Es 
berührt also auch ein Kreis, welcher dieselben beiden geraden Linien 
OP und O2 berührt, und durch /V’, einen Punct von ON, geht, die ge- 
rade Linie PP‘, die durch IV’ geht, und mit OP parallel ist, und folg- 
lich auch den Kreis y in N. 

2. Wir wollen nun (Fig. 2.) von den beiden sich aufserhalb be- 
rührenden Kreisen @ und c, als gegeben, ausgehen, und irgend einen drit= 
ten Kreis B beschreiben, der beide aufserhalb berührt. Dieser Kreis 
werde in B’ von NB', der gemeinschaftlichen Chorde (Tangente) der 
Kreise @ und c, geschnitten. Man beschreibe ferner einen beliebigen 
Kreis ß, der den Kreis B in B’ aufserhalb berührt. Alsdann schneiden 
sich, nach dem vorausgeschickten Satze, zwei gemeinschaftliche äulsere Tan- 
genten der Kreis-Paare @ und £, c und ß, nemlich die beiden geraden 
Livien C’N und A'N, in irgend einem Puncte /Y/ von NB’, der gemein- 
schaftlichen Chorde von @ und c. Wir können hiernach ferner einen 
Kreis 5 beschreiben, welcher die beiden Kreise @ und ce, bezüglich auf 
INC’ und N 4‘, berührt. Wir wollen endlich zwei neue Kreise, und 4, 
mit beliebigen Radien beschreiben, von welchen der erste die beiden 
Kreise 5 und e, und der zweite die Kreise 5 und c aulserhalb berührt. 
Nach dem an die Spitze dieses Paragraphen gestellten Satze, können wir 
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“biernach endlich noch zwei solche Kreise beschreiben, von welchen der 


eine, Y, den Kreis C in C’, einem Durchschnitte mit NC’, und überdies 
die beiden geraden Linien YA’ und VB’, und von welchen der andere, 
a, den Kreis 4 in 4’, einem Durchschnittspuncte mit IV 4’, und überdies 
die beiden geraden Linien /VB’ und NC’ berührt. 

Auf diese Weise sind wir zu einer Construction gekommen, die der- 
jenigen des IV. Paragraphen (Fig. 6.) vollkommen analog ist. Es sind blols 
die drei Kreise DB, 4 und C an die Stelle der drei geraden Linien BC, AC 
AB getreten. In beiden Fällen schneiden sich drei innere gemeinschaftliche 
Tangenten der Kreise «, ß und Y, wenn wir diese Kreise paarweise zusam- 
menstellen, in einem und demselben Puncte, in /Y, und hieraus folgt in der letz- 
ten Construction, wie in der ersten, dafs die drei übrigen innern gemein- 
schaftlichen Tangenten derselben Kreise sich ebenfalls in einem und demselben 
Puncte, in M, schneiden. Es kommt also im vorliegenden Falle wiederum 
nur darauf an, die drei in M sich schneidenden geraden Linien zu kennen, 
um, wenn die drei Kreise 4, B und (€ gegeben sind, zunächst die Kreise 
&, ß, Y und dann die verlangten Kreise a, 5 und e zu construiren, 

3. Wenn die drei gegebenen Kreise 4, B und C einander gleich 
sind, so wird man durch eine etwas ermüdende Eliminations - Rechnung 
— die der in einer Note dem IV. Paragraphen beigefügten ähnlich ist, 
und die ich hier nicht unternehme, weil ich glaube, dafs sie sich durch 
eine einfache allgemeine Betrachtung wird ersetzen lassen — finden, dal[s 
für diesen Fall die drei in M sich schneidenden geraden Li- 
nien die gemeinschaftlichen Chorden je zweier der dreige- 
gebenen Kreise sind. 

Für den vorliegenden besondern Fall ergiebt sich hiernach folgende 
Construction: 

I. Man beschreibe die drei gemeinschaftlichen Chorden der drei 
gegebenen gleichen Kreise 4, B und C', die sich in irgend einem Puncte 
M alle drei schneiden. 

II. Man beschreibe drei neue Kreise &, £, y, von welchen jeder einen 
der drei gegebenen aulserhalb berührt, und aulserdem die beiden gemeinschaft- 
lichen Chorden des letztgenannten, und jedes der beiden übrigen gegebenen. 

ill. Die drei gemeinschaftlichen Chorden der drei gegebenen Kreise 
sind alsdann innere gemeinschaftliche Tangenten der drei Kreise «, ß und y. 
Man ziehe biernach die drei übrigen innern gemeinschaftlichen Tangenten 


x 
| 
F 
| 
\ 
| 


34. Plücker, anulytisch- geometrische „Aphorismen. 359 


dieser Kreise. Es werden sich dieselben alsdann in einem und demselben 
Puncte, in /V, schneiden, 

IV. Jeder der gesuchten Kreise @, 5 und c berührt alsdann zwei der 
in /V sich schneidenden geraden Linien, und ist daher leicht zu construiren. 

Vereinfachungen der vorstehenden Construction bieten sich von 
selbst dar, wenn man berücksichtigt, dafs die in /V sich schneidenden 
geraden Linien durch die Berührungspuncte 4’, B’, und C‘ der drei Kreis- 
Paare A und «, B und 2, C und Y gehen. 

4. Nach der letzten Nummer des vorigen Paragraphen erhalten 
wir aus der vorstehenden Construction des speciellen Falles unserer Auf- 
gabe die Construction der allgemeinen Aufgabe: 

Wennirgend drei beliebige Kreise gegeben sind, drei 
solche neue Kreise zu beschreiben, von welchen jeder die 
beiden übrigen und zwei der drei gegebenen berührt. 

1. Man beschreibe aus den äulsern homologen Puncten je zweier 
der drei gegebenen Kreise 4, B und C, als Mittelpuncten, drei neue Kreise, 
welche mit den bezüglichen gegebenen eine gemeinschaftliche Chorde ha- 
ben; oder, mit andern Worten, man halbire die Winkel, welche die drei 
gegebenen Kreise paarweise mit einander bilden, durch drei neue Kreise. 
Diese drei neuen Kreise, die wir durch (BD), (4C) und (BC) unter- 
scheiden wollen, schneiden sich bekanntlich in denselben beiden Puncten 
(Aphorism. $. II). Diese Puncte seien P und M. 

II. Man beschreibe einen neuen Kreis «, welcher die Kreise 4, (#B) 
und (4C), einen Kreis 2, welcher B, (4B) und (BC), und einen Kreis y, wel- 
cher €, (4C) und (BC) so berührt, dafs die Berührung von & und ß mit (SB), 
von & und ‘y mit (4C) und von ß und y mit (BC) eine ungleichartige ist. 

III. Man beschreibe drei neue Kreise, welche alle drei durch einen der 
beiden Puncte ?P oder M, etwa durch den erstern derselben, gehen, und die re- 
spective die Kreise « und £, & und y, ß und Yy ungleichartig berühren. Diese 
Kreise, welche wir durch ß), (@y) und bezeichnen wollen, schneiden 
sich alsdann noch in einem und demselben zweiten Punct. Dieser Punct sei /V. 

IV. Von den verlangten drei Kreisen berührt alsdann der erste, 
a, die vier Kreise B, C (aß) und (&Yy), der zweite, 5b, die Kreise A, C 
und (ßYy), und der dritte, ce, die Kreise 4, B und (ßy). 

Ich füge hier keine Figur hinzu, weil eme solche sich schon in 

dem ersten Bande dieses Journals verfindet, und: man auch, in Ermange- 
47 * 
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lung dieses Bandes, leicht an der Figur, welche zu der vorigen Nummer 
gehört, sich orientiren kann, indem man den Punct, den wir P genannt 
haben, sich hier unendlich weit entfernt denkt. 

Im Jahre 1826 hat Herr Steiner die vorliegende Aufgabe, die 
man damals, nach den Schwierigkeiten, welche ausgezeichnete Geometer 
bei der Behandlung der blofsen Malfattischen Aufgabe gefunden hatten, 
für unüberwindlich zu betrachten geneigt sein mochte, und, jedoch ohne 
Spur irgend einer Rechtfertigung, eine Construction hinzugefügt, die im 
Wesentlichen mit der vorstehenden übereinstimmt *). Bald nachher wurde 
die Steinersche. Construction auch in den zu Montpellier erscheinen- 
den Annalen zur Rechtfertigung vorgelegt; aber soviel ich weils, ist durch- 
aus nichts weiter erfolgt, und die Richtigkeit jener Construction bis jetzt 
problematisch geblieben. Was bei der Aussage der eben genannten Con- 
struction befremden muls, ist, dafs mit keiner Sylbe angedeutet ist, dals 
die oben durch (4B), (4C), (BC), («ß), (zYy) und (ßYy) bezeichneten 
Kreise alle sechs (und nicht blols die drei ersten) durch einen und densel- 
ben Punct gehen; denn eben dadurch ist doch die Construction der allge- 
meinen Aufgabe mit der Construction der Malfattischen verknüpft. 

5. Die Construction der Steinerschen Verallgemeinerung der Mal- 
fattischen Aufgabe, die wir in der vorigen Nummer aufgestellt haben, 
ist wahrscheinlich noch nicht die einfachste. Man kann vielleicht unmittel- 
bar (Fig. 2.), wenn wir von den drei Kreisen 4, B und C ausgehen, auf 
leichte Weise die drei in M sich schneidenden geraden Linien construiren. 

6. Herr Steiner erweitert die Aufgabe, welche den Gegenstand 
dieses Paragraphen bildet, indem er dieselbe auf die Kugel-Oberfläche und 
auf beliebige Oberflächen zweiter Ordnung überträgt. Dies geschieht 
unmittelbar durch Hülfe eines Übertragungs-Principes, das ich schon frü- 
her zur Anwendung gebracht hatte, und das mit der Aufgabe selbst in 
keiner Beziehung steht. Interessant wäre folgende Aufgabe: 

In die Winkelpuncte einesPolygons von zSeiten nKreise 
so zu beschreiben, dals jeder Kreis den vorhergehenden 
und den nachfolgenden berührt. 

Und dann könnte man an die Stelle der z Seiten, von welchen 
das Polygon gebildet wird, z beliebige Kreise setzen. 

Bonn, Ende October 1831. 


*) S. dieses Journales I. Band S. 180. 
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35. 
Beitrag zur Theorie der Facultäten. 


(Von Herrn Dr. 4. Müller, Universitäts - Bibliothecar in Heidelberg. ) 


Die Facultäten spielen in den späteren Theilen der Analysis eine beleu- 
tende Rolle, und es sind unzweideutige Anzeigen vorhanden, dafs sie der 
Schlüssel zur Lösung vieler sehr schwieriger Aufgaben sein mögen. Noch 
sind sie aber nicht so durch und durch bearbeitet, wie ihre Anwendung 
es erfordert; ja man kann sagen, dals die Untersuchung derselben in man- 
chen höchst wichtigen Puncten kaum etwas über den Anfang hinaus ist. 
Aus diesem Grunde können Versuche der Erweiterung dieses Gegenstan- 
des nicht unnütz, und Mittheilungen solcher Versuche nur wünschenswerth 
sein. Der Gegenstand ist zudem gar nicht leicht: deswegen müssen ver« 
schiedene Personen Hand an’s Werk legen, und durch gegenseitige Unter- 
stützung zu erringen suchen, was der Einzeine nicht erlangen kann. Diese 
Betrachtungen haben mich bestimmt, einige Sätze, auf die ich gekommen 
bin, der öffentlichen Mittheilung nicht unwertk zu halten. 
1. 

Wenn die Facultät «"” in eine Reihe nach den Potenzen von a 

und r entwickelt wird, so ergiebt sich bekanntlich folgender Ausdruck: 

Die Coefficienten der Glieder dieser Reihe, welche durch «{n,1), (2,2), »».». 
bezeichnet sind, können für positive und für negative ganze Werthe von 
n vollständig angegeben werden. Wenn A eine ganze Zahl bedeutet, so 


ist bekanntlich : 
1. alı,m) = 


und 


== 
wo (1,2,...,4—1)") die geordneten Verbindungen ohne Wiederholung 
und [1,2,....,4]” die geordneten Verbindungen mit Wiederholung 
zu zn Elementen aus den in den Klammern befindlichen Gröfsen anzeigen. 
Aulfser diesen beiden Gesetzen kennt man für den Fall, wo in «(n, n) 
positive und negative Werthe von 2 nicht unterschieden werden, noch 
ein Bildungsgesetz. Dieses ist aber so verwickelt, dafs man sogar für 


4 
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den Zweck der wirklichen Berechnung ein anderes wünschen muls; als 
Grundlage oder Hülfsmittel zu anderweitigen Untersuchungen ist es völlig 
unbrauchbar. Man hat deshalb ein anderes allgemeines Bildungsgesetz da- 
durch zu bestimmen gesucht, dafs man die Werthe der Coefhicienten 
a(n, 1), &(2,2), .... nach den Potenzen von z ordnet, oder 
3. uln,m) = P(m,1).n" 

wo n jede Zahl sein kann, annimmt, und die Bestimmung der Coeflicien- 
ten B(m,1), .... als Gegenstand der Aufgabe betrachtet. Dafs die höchste 
Potenz in der vorstehenden Reihe wirklich 2”” ist, darf hier als wahr an- 
genommen werden. Mit der Aufsuchung des Bildungsgesetzes für die 
Coefficienten B(m, 1), .... hat Schweins in seiner Analysis $. 90. bis 
$. 92. den Anfang gemacht, jedoch nur den ersten Coefficienten %(m,1) 
auf eine Weise, für die übrigen aber zwei allgemeine zurücklaufende 
Bildungsweisen angegeben. Aulser diesen fand er I. c. pag. 215. und 216. 
zwei besondere Bildungsgesetze für ß (2m +1,2) und +2,2). Mehr 
ist, so viel ich weils, in dieser Sache nicht gethan., 


Die erwähnten Coeffieienten ß(n,1), .... spielen durchweg eine 
merkwürdige Rolle, und es ist von der höchsten Wichtigkeit, dals wir zu 
einer vollstündigen aenntnils ihrer Eigenthümlichkeiten gelangen. Hierzu 
giebt es mehrere Mittel, die ich der Reihe nach anführen und benutzen 
werde. Zunächst haben wir die Gesetze (2.) und (3.), und aus diesen 
lassen sich interessante Folgen ableiten. 

Mau setze in (3.) z—=—h, wo A eine ganze Zahl ist, und ver- 
binde sodann (2.) mit (3.), so folgt: 
Hieraus kann man sofort eine unabhängige Bildungsweise der Coeflicien- 
ten ß(n,1), «... herleiten. Nach $. 209. der Analysis von Schweins 


ist nemlich 
wo die Coefhicienten f(m, 1), f{m,?),.... nur 2, und nicht 4, enthalten, 
und nach folgendem zurücklaufenden Gesetze gebildet werden: 
5. = 
Führt man nun in der vorangehenden Gleichung 


2 
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r—=0,1l,...,m+s 
ein, ordnet das Resultat nach den steigenden Potenzen von 7, so sind die 
Coeflicienten der Glieder dieser Reihe nach (4.) die gesuchten Gröfsen 
P(m,1), B(m,2), .... Durch Ausführung der angedeuteten Geschäfte ge- 
langt man zu folgendem Bildungsgesetze: 


1 
6. P(m, + 1) = f{m, 1) .(1, 2, 
1 
+ (m, 2). (1, 2, M 


Da nach dem Bildungsgesetz in (5.) die Gröfsen f(m,1), .... gefunden 
werden können, so giebt die Gleichung (6.) die unabhängige Bildung der 
Grölsen ß(m,1), .... vollständig an. Die einzige, noch zu beseitigende, 
Schwierigkeit ist nur diese: aus der zurücklaufenden Bestimmung in (5.) 
eine unabhängige Bildung abzuleiten. Für diesen Zweck deducire ich aus 
(5.) folgendes Gesetz: 
7. fm, pP) = (m +p — —s—1, p—1) 
und hieraus geradezu: 
8. 1) = 

Zur Abkürzung werde 
gesetzt, so hat man nach (7.) folgende Gleichungen: 

(m, 23, pP — (m—s—1,p—1), 
p—2) (m f(m—8,—3, p—3), 


j(m 2,2) 
8 s +ıl-ı 
und nach (8.) | 


m—S — 
daher, wenn man diese Gleichungen mit einander verbindet: 
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9 


wo 


5, 

Durch diese unabhängige Bildung (9.) wäre nun die vorgelegte Aufgabe 
vollständig gelöst. Zwar ist die für f(n,p) gefundene Vorschrift sehr 
weitläufig, und es wollte mir nicht gelingen, den verwickelten Calcul auf 
einen einfachen bestimmten Ausdruck zu reduciren. Vielleicht ist aber 
ein Anderer glücklicher. Auf jeden Fall verdient diese Entwickelung Auf- 
merksamkeit, indem sie auch zur Erweiterung der Summirung der Reihen 
einen guten Beitrag veranlassen kann. 


Ich wende mich nun zu andern Hülfsmitteln, die bei der Bestim- 
mung der Grölsen %(m,1), £(m,2), .... in Anwendung kommen kön- 
nen. Als erstes, bis jetzt noch nicht benutztes Mittel bietet sich die von 
Schweins gefundene Gleichung : 

10. (—)"n”" = 
+ 


(—)”" u(—n, m) 

dav. Zwar hat Schweins a. a. O. schon gezeigt, was man aus dieser 
Gleichung in den Fällen, vr =1,m=2, m=3 und m=4 ist, für 
die Coeffieienten &(2,1), .... folgern kann; die allgemeine Entwickelung 
aber hat er nicht vorgenommen. Da nun diese mehrere interessante Fol- 
gen giebt, so will ich sie hier voreehmen. 

Das allgemeine Glied zur Rechten in der Gleichung (10.) ist 

(—) an, m—p).a(—n,p); 

aber nach (3.) 

mp) = + +... + Eim-p,tm 


| 
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daher, man zur Abkürzung 
+ Pim—p,9): 
— 


+1) 
(Pan, m—p).a(— n,p)= (—J {B(m, 
+ B(m, p, 3).n’ 


setzt: 


Substituirt man nun diese Entwickelung in der Gleichung (10.), setzt fer- 
ner noch: 


aln,m)= + + ......... + P(m, 2m).n’”, 
a(—n,m) = — P(m, (m, —....+....+ 2m) .n?”, 
und ordnet das Resultat nach den steigenden Potenzen von z, so wird 
der Coefficient von n?+! 


= +1) —B(m,1,9+1) 
+B(m,2,9+0 
— B(m,3,9+1) 
+ 


B(m,m—1,9+1). 
Weil aber in der Gleichung (10.) zur Linken nur das einzige Glied 
(—1)” rn” vorkommt, so müssen zur Rechten die Coeffieienten von ”', 7°, ... 
.... verschwinden, der Coelficient von 2” aber = (— 1)” sein. 
Man hat demnach folgende drei Gesetze: 
12. 2.ß(m, m) = 
13. (I + +1)=2,(—) s+1,m— 9-1), 
14. Bm, m +9 = s+1,m+9-+1), 


wo s=(,1,....m—N. 


$. 4 
Diese drei Gleichungen enthalten im Allgemeinen zurücklaufende 
Bildungsweisen für die Gröfsen (m, 2), B(m, 3), ....; die Gröfse 1) 
kann aber hiernach nicht gefunden werden. Setzt man nämlich in (13.) 
80 folgt: {1 +(— ‚Bm, 1) —(. 
Weil nun der Ausdruck (L-+(—1)”*') für ein gerades 2 verschwindet 
Crelle’s Journal d. M. Bd.XI. Hft. 4. 48 
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und für ein ungerades = wird, so hat man die Folge: 
15. PRm-H1,1)=0. 
Dieser Satz ‘st schon bekannt. Der besondere Fall ß(1, 1) ist aber hierin 
nicht begriffen, sondern muls aus (12.) abgeleitet werden. Man erhält 
16. 
Die Gleichungen (13.) und (14.) scheinen vieles zu umfassen, ihr Ge- 
brauch ist aber in der That sehr beschränkt, und man kann nur in den 
Fällen, wo 9 eine ungerade Zahl ist, Schlüsse daraus ziehen. Übrigens 
enthalten die drei Gleichungen (12.), (13.) und (14.) viele überflüssige 
Ausdrücke, deren Reduction aber nur dann angeht, wenn man die Fälle 
unterscheidet, in welchen z eine gerade Zahl bedeutet. Nemlich es ist 
ganz allgemein: 
17. = s+1, m—-yr1) 
also, wenn man 9 —=1 setzt: 
18. (—1)”"".B(m, m—s—1, m) = (—1)‘.B(m, s+1,m), 
und, wenn man 29-1 statt 9 einführt: 
19. (—1)""B(m,m— s—1,m —29)= 
und endlich, wenn man — 297 —1 statt 9 einführt: 
20. —s—1,m +29 +2) = (—1)‘.B(m,s+1,m 
In der Gleichung (12.) setze man zuerst 272 +1, und dann auch 22 +2 
statt 2, und mache in beiden Fällen von der Gleichung (18.) Gebrauch, 
so erhält man: 

21. PQm +1, 2m +1), 
22. 2, 2m+-Y)= 
s+1,2m +9) + m+1, 2m-+2), 

wo s==0,1, 2 m—1. 
In (13.) setze man 29-1 statt 9, führe alsdann zuerst n+1, und dann 
2m--2 statt m ein, und mache in beiden Fällen von (19.) Gebrauch, 
so erhält man 
Pm+1,2m— 29 +1) = —297 +1), 
y +) = 
BQm+2,5+1, 2m 
und hieraus, wenn man 9 = m—.p setzt: 
23. 
24. BQm+2,2p +9) = 
+3, m+1,2p-+2) 


= 
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s=(,1,....m—1, 
Auf gleiche Weise erhält man aus (14.) und (20.) zwei Gleichungen, 
welche übrigens schon in (23.) und (24.) enthalten sind, und aus diesen 
entspringen, wenn man p= m-4-9 einführt. 

Für »=0 erhält man z. B. aus (24.), wenn man zuerst Im und 
dann 272 +1 statt 2 setzt, und auf (15.) Rücksicht nimmt: 

25. P4m-+2,2) 
= ß(4m, 
26. 

1) +4.B(2m+2,1).B 2, 1); 

für den besondern Fall %(2,2), der in (25.) nicht begriffen ist, erhält 


man aus (22.) 
27. =}. 


Ich komme zu einer andern Gleichung, welche für unsern Zweck 
mit grolsem Vortheil angewendet werden kann, bis jetzt aber in dieser 
Beziehung noch nicht berücksichtigt worden ist. Sie ist folgende: 


— 
28. m.a(n,m) = + .a(n,1) 


oder 


_ 9\m—ı|l—1 
2) 
+ 


n— 12-1 
.a(n,m—1). | 
Um aus dieser Gleichung in Rücksicht der Gröfsen ß (m, 1),.... Schlüsse 


ziehen zu können, mus das allgemeine Glied zur Rechten, nemlich 
in eine Reihe nach den Potenzen von r entwickelt werden. Dies ge- 
schieht dadurch, dafs man 


.n' 
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einführt. Man erhält, wenn man zur Abkürzung 
29. m)" 
m)" 1), 
setzt: | 

+D(p+1,m,2).n? 

Hierin setze man >= 0,1,2,...., m addire alle Reihen, und füge 
dazu noch | 


— (1, 2,..., m) "D,n? 

und ordne das Ganze nach den steigenden Potenzen von 2. Der Coefh- 


cient ist alsdann 


= m) ‚D(m—1, m,9 -H1) 
Dim— 2, m, 7+1) 
1 
(-)" m 
Die auf diese Weise entstandene Reihe ist aber nach (28.) 


=m.al(n,m), 


—= 
daher hat man den Satz: 


1 
30. +1) = .(, ® D(m-1,m,g-H1) 
D(m-?R,m, 9-+1) 


D(m-3, m, 9+1) 


g+1). 


| 
| 
— 
# 


35. 4A. Müller, Beitrag zur Theorie der Facultäten. 369 


Dieses Gesetz ist eines der wichtigsten von denen, die bis jetzt für die 
Bildung der Gröfsen %(m,1), ß(m,2), .... gefunden sind, und unterschei- 
det sich wesentlich von allen. Die Bildung von ß(m,9-+1) ist hier zu- 
rückgeführt auf die Gröfsen 

P(1,1), 


P(m-1, 1), 2, ‚9+1). 
Die Art der Zurückführung ist zwar dns ie wir können 
aber ein anderes Bildungsgesetz daraus ableiten, dessen Charakter zwar 
ebenfalls zurücklaufend ist, welches jedoch unmittelbar zur unabhängigen 


Bildungsweise leitet. 
$. 6. 


Setzt man in (30.) die Werthe von D(1,7,9+1), D(},m,g-1), 
aus (29.), so kann man das Resultat der Einführung in (7+1) Abtheilun- 
gen gruppiren, und zwar so, dafs in der ersten Abtheilung nur die Coef- 
ficienten ß(1,1), R(2,1), ß(3,1), in der zweiten die Coefficienten 
P(1,2), BD, BEE vorkommen. Bezeichnet man die 


(>+1)te Abtheilung so ist: 
3. = B(m—1,p+1) 


— p++1) 


1 
Durch diese Anordnung geht die Gleichung (30.) in folgende über: 


m.ß(m,g +1) 
damit man ferner mit Leichtigkeit operiren könne, setze man zur Ab- 
kürzung: 


m m- m m x m, 


so dals man hat: 


m,dq) 


m.B(m,g+1) = 


| 
2 
= 
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Weil nun nach (31.) 


(m, 1 — | 
Bi (m—1).ß(m—1, 9 +1) 
1 
— (m—2).B(m—2, 9-++1) 
1 


ist, so hat man, wenn man sich noch folgender Abkürzungen 
(m—s) 
33. Ay = (m—s).E(m—s,9-+1), 
1 
= 


bedient, folgende Gleichung: 


31 (m-3) 


(—)" 
Dies ist die einfachste. und für den Fortgang in der Untersuchung be- 


quemste Form, in welcher die Gleichung (30.) dargestellt werden kann. 
Hiernaoh ist: 


— (m 
führt man nun dies in (34.) ein, so EIER man: 
+ 
— m’.(—a, 


m—1 m-1|- 
Hierdurch ist das Geschäft eingeleitet; 


(m—2) man bildet nach Werth 
von A, , und führt diesen hier ein; nach (34.) wird 4. 


und in der neuen Gleichung substituirt, u. s. w. 


gebildet, 
Fährt man mit dieser 


; 
| 
) 


35. A. Müller, Beitrag zur Theorie der Facultäten. 371 


Substitution fort, bis die Grölsen de en: .... aus der resultirenden 
Gleichung entfernt sind, so erhält man zuletzt folgende Gleichung: 
(z) = m-ı, 

Pl) 


(m-1) 


wo 
39. rd ’— der Summe aller mö glichen Verbindungen aus den 


Elementen a@,, @,, @;, .... ist, so dals in jeder Verbindung 
nur g Elemente vorkommen, und die Summe der Stellen- 


zahlen dieser g Elemente = f ist. 
Die gefundene Gleichung (3) kann viel einfacher ausgedrückt werden. 


Denn setzt man: 
+...) 
wo die Grölsen @,, @, .... die in (33.) angegebene Bedeutung haben, 
und e die Grundzahl der natürlichen Logarithmen ist, so ist 
Macht man daher in der Gleichung (z) hiervon Gebrauch, so erhält man 
für die Bildung von An= m.ß(m,g-+-1) folgendes Gesetz: 
36. m.B(m,g +1) = 
'f2 
+ mis, .Et3 


(1) 


Dieses Bildungsgesetz unterscheidet sich von (30.) ganz wesentlich, und 
scheint für die Deduction der unabhängigen Bildungsweise am passend- 
sten zu sein. Indefs fehlen noch mehrere Eigenschaften der Bernoulli- 
schen Zahlen, welche hier vorkommen, und ehe diese ausgemittelt sind, 
wird auch in Rücksicht der Grölsen ß(, 1), .... nicht viel geleistet wer- 


den können. 


| 
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Führt man in (36.) die Werthe von 85”, S{””,.... aus (32.) ein, 


so geht die Gleichung (36.) in folgende über: 
37. m.ß(m, 1) (— 1)”7 m — s){n-s-7) 1) 


wo 


0, 1,...,2 —1. 


Der erste Theil zur Rechten in dieser Gleichung, eine Reihe, mu[s summirt 


werden können; in dem besondern Falle, wo 9 =0 ist, geht dies an; setzt 
man nemlich 9= 0, so hat man: 


m.B(m, 1) = 2, 
s==0, 1, “u... m—1, 
Nach dem bekannten Polynomialgesetz ist aber 


1, m—1, 


daher hat man: 
38. P(m, 1) = E-'f(m +1). 
Für =, u.s. w. ist eine solche Reduction zur Zeit noch nicht bekannt, 


und noch viel weniger die Summirung der verwickelten Formeln, auf 
welche man beim Fortgange kommt. 


= 
r 
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56. 


Recherches sur la sommation d’un certain nombre de 
fonctions transcendantes, dont les derivees sont 
determindes par des &quations algebriques 
du troisieme degre. 


(Par Mr. Minding, docteur es sciences & Berlin.) 


Soit y une racine donnde de l’equation 
l. 
dont les co@fficiens Pu rÖprdsentent des polynomes entiers en x, 
ü coöffieiens constans. On voit qu’en verfu de cette dquation toute fonc- 
tion rationnelle en x et y peut ätre r&duite a la forme: 
a-- 
les lettres @, ß, 4, P, dösignant des polynomes entiers en x. 

Or il est facile de trouver un" treisicme polynome B’y-+Cy;, 
tel que le produit divise par la 
formule pP, donne un reste independant de y. 

En effet, en supposant NV on trou- 
vera par la division 

—p(h— ph) 
+ 
Mettant dans cette formule les valeurs 
k=CC', h=BC+CB‘, [=AB'+BA4, e= AA), 
galant ensuite zero les coöfliciens de y et de dans l’expression du 
reste, on obtient pour döterminer 4’, C‘, les @quations: 
BB+4C+ 4 
AB -+-BA— 
Par ce moyen, en considerant y comme racine de l’&quation (1.), le 
denominateur de la fraction P(x; y) sera r&duit a un polynome entier en 
x, sans y. Lrequation (1.) servira encore ü chasser du numedrateur la 
troisicme et la quatri&me puissance de y, de sorte qu’on ait: P(a,y)= 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XI. Tift. 4. 49 
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+ er —-, 4, B, C, N, &tant des polynomes entiers en x, degages de 


tout facteur commun. 

Cela d&composons en fractions simples la fonction ef con- 
siderons un seulement des termes de cette d&composition, savoir am» 
en omettant le facteur independant de x. La fonetion ®(x,y) aura un 
A+By+Cy’? 


x)" 


terme correspendant et lintegrale f: sera par 


+By+Cy,. 
(ce — x)” 

multiplices par des facteurs invariables. Mais au lieu de cette derniere 


Cy? 


consequent composce d'une certaine somme d’integrales 


int@grale nous allons considerer Vintegrale ex, dont l’autre 


derive en diff@rentiant par rapport ec. 
Joignons a l’equation (1.) la suivante‘ 
2. 
dans laquelle 9;:, 9,, 9. sont des polynomes entiers en x, avec des cocf- 
ficiens indetermines et variables. Pour @liminer y entre les dquations 
(1.) et (2.), on divisera la premiere par la seconde. On trouve le quotient: 


9: 02 
En dgalant ü zero le reste de la division, on trouvera une expres- 


sion rationnelle de y, savoir 


En vertu de cette valeur de y, on aura, quel que soit x, 

= in P+ Pen — fx, 

L’“quation fx =0 donne dvidemment le r&sultat de 
de y entre les &quations (1.) et (2.). Nous designerons par 2,0 ....X, 
ses racines, considerdes comme fonctions des co@fhiciens variables des po- 
Iynomes 9, 91, 9%, et nous marquerons par Yıy Yay Yu les valeurs 
de y correspondantes respectivement aux racines X, Kay &,. Ces 
valeurs peuvent &tre exprimdes rationnellement en fonctions de x et des 
coöffieiens inddterminds des polynomes 91, 90, et l!’@quation fx =0 fournit 
encore le moyen pour remplacer la dillErentielle dx par une expression com- 
posce en x et les co@fficiens indiques, avec leurs variations. On parviendra 


ainsi d une expression rationnelle de la formule proposee 


| | 
! 
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Mais puisque cette dillErentielle contient encore une partie rationnelle en 
x, il parait avantagenx, pour la- simplieite ‚du calcul, de len degager. 
Pour cet effet mettons dans le systeme des &quations (1.) et (2.) s—3P: 
au Leu de y; ces @quations changeront comme il suit: 

Mettant la m@me valeur de y dans ‘la diflörentielle proposce, 
et en Ö6tant la partie rationnelle en x, cette diffErentielles dieviendra 

; 
comme racine de P’equation et nous &erirons de möme, 
au lieu de l’&quation (2.), Le coöfhicient p, sera re- 
stitu@ Ta fin du calcul, en changeant >, en PP, m 
et ainsi de suite. 


0x. Pour abreger les formules, nous consid@rerons d’abord : 


Cette simplifieation admise, les &quations 


donneront 


P 


fe; 
Pı9ı9 
L’@quation donnera par la diflerentiation, en rapportant la lettre 
° a la variation de x, et la lettre d ü celle des autres quantitds variables 
contenues dans cette Eqwuation: 

Sans d@velopper la diffErentielle ö/x, il est clair, qu’en vertu de la com- 
position de fx elle pourra ötre mise sous la forme: 

kı, k, ©tant des fonctions rationnelles et entieres de Pu, Ju» Fıs 
Pour trouver des expressions moins compliquces de Ä,, k,, partons 


de V’equation 

Remarquons d’abord, que, puisque cette Equation est identique, il s’ensuit 

que la somme 9, P-+9,0 doit &tre divisible par 9., la fonction Q ne 


tant pas. Dösiguons par —w la valeur de ‚ on trouvera: 


w= — — > 
et on aura P—-w0=14f«. 
49 * 


5 
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2 
| | 


376 36. Minding, sommation de certaines fonctions transcendantes. 


Cela pose difförentions l’&quation 
en considerant x comme racine de Pequation fe=0; nous obtiendrons: 
ou bien: 
— 70 —PoF192 + Pı 
En developpant cette &quation on trouve: 

Remarguons qu’on a 

Po Yı do — (Pofı —Pı 

Multipliant cette formule par et substituant au lieu de sa 


valeur: — w—g,, on aura: 


Mais puisque P—wO=4fx—=0, on peut substituer P? au lieu de wi), 


et on aura: 


Substituant les valeurs de P, Q, w, on trouve: 
Pofı — — —PpGP. 
En divisant V’Cquation (3.) par on obtient: 
+ P+2p wg 
En introduisant de nouveau les quantites P, Q, on trouve: 
d’ou il s’ensuit: 
Cette formule donne: 
90; 
On voit aisement, que les produits 
tieres, pourvu que la quantitd x soit envisagde comme racine de Yequa- 


ont des valeurs en- 


tion fx=0. En effet, on a dans ce cas w= et T’equation 
P+», =0, 
donne wp Pp: 


£ 
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De on tire 


=-mwrpP); 
D’aprös ces on les relations suivantes: 


Multiplioss maintenant 


k,ög tk ög, +i,ög, 


Az 


a gauche par ‚ et a droite par la valeur rationnelle de cetie quan- 


AP 
o_a.0’ # tant un polynome entier en x. En substituant les va- 


leurs des produits de A,, &,, /» multiplies par 5 on trouve: 


tite: 


4. — 


Multipliant cette &quation encore une fois par s= 5 et remplacant 


4 par un autre polynome entier BD, on aura: 
B:’0x 


— 


x 


Ecrivons pour abreger 
___4A0x 
 c—a.f!x 
et 
fx 
Chacune de ces deux &quations a lieu pour une quelconque des racines 
de l’&quation [r=0. En ajoutänt toutes ces Öquations, et posant 


c—x, 


au lieu de l’equation (4.), 


au lieu de (5.). 


on trouve 
A 0 44 ı 
ı 


' c—a,.fx, Lu 
Dans cette formule je dösigue p. e. par , la valeur de 4, lV’orsqu’on y 
substitue x, au lieu de x; je designerai par 4, la valeur de 7, lorsqu’on 
y met c ä la place de x. On voit, que l’expression (6.) de 5 peut ätre 
sommee,. Eu eflet les numerateurs B,Ax, etc, sont des fonctions 


| 

| 
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entieres des racines respectivement; on aura donc, d’a- 
pres les rögles connues, 


fc 


en comprenant sous Je signe bc la totalit@ des puissances positives ou 


zero qui peuvent se rencontrer dans la formule et qu'il faut 


en retrancher. 
Muitipliant par = la fonction #c, on trouvera: 

7. Röc= (3»,0+2p,P) 2p w)ltög,+(3p, , 

en ımettant partout c ü la place de x dans les polynomes p,, Pıs 4» Qı> 9: 

et les quantitös qui en dependent. 


Si apres avoir developp® la valeur de OO P—P) 0 on la multiplie 

par 3%, on trouve: 
8. 3m 0 P(&P—PIQ) = 
P\— Rög +WP+2qP) (208: 29,9: P)ög.). 
Prenons la somme des @quations (7.) et (8); il est clair que les termes 
multiplices en se detruisent mutuellement et nous aurons: 
+ = + Lie; 
en supposant 

+29, 9 

On peut mettre la valeur de « sous la forme: 

Or on avait 
De la on tire 

ce qui donne 

Appliquons au de semblables reductions. On a 
+2: —yPQ+ 29,9 PO) 
Or on trouve, a laide des Equations = fe; 
gw=—4,0—qP; les suivantes: 


N 
> 
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ou bien | | 

2. 

On tire de la | 

La seconde partie de la valeur de multiplice en se reduit 

— 2p,gıqı fc. Pour d@montrer cette proposition, mettons d’abord la par- 

tie en question sous la forme: 


PM 


Mettant fe au lieu de et reduisant au m@me denomi- 
1 P 24a — \ 
nateur, on trouvera = P)(9: d’ou il s'ensuit: 


+ (Pi 1:49:40 4.) P] Se, 
ou bien, pusswe =P, 
ß‘ = — c. & 

Donc on a P=— +?pıa)qfe. 
Reunissant les resultats obtenus, nous avons: 

PL QIP—PIQ) = Se. 
Divisons cette Egalit& par nous aurons 


Si l’on pose o=2: obtient: 


9 _ dv 
Je 


Apres avoir developp@ la ionction 7° il reste encore A traiter sembla- 


blement lautre partie Fr, . En multipliaut par R la valeur de Ac, on trouve: 


Ric = Bm P+?pw) 
—- ER 


Ajoutons ü cette equation la suivante: 
P | 
= 
P \ 


| 
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nous obtiendrons, en reflechissant qu’on a w— Fe 


On a, en vertu des &quations 
P_P P: 
tmP+n0= 4 40) Fe 


Cette &quation donne: 


+ 290) 5 = 3m w— 21m + 


Donc on pourra mettre le multiplicateur y de ög, sous la forme: 


En comparant avec cette formule I» valeur primitive de z, on verra que 
la valeur de Y devient: 


2p,nAfe 


et puisque 


| 


4p, 4. P 
— — )fe. 


On a 


\ I f: 2 f 
Par cette raison le facteur de dy, devient 
small) — pr P) RR 


Substituant dans cette Egaliic 2 au lien de sa valeur, on trouve- 
RN (3p, 9,)Rfe 
tr la valeur finale de &ait: — rpıgı)gı Sc; dene on ob- 
tient, en ellacant les termes qui se detruisent mutuellement, 


2P,(P: 029 2 


| 
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En vertu des valeurs obtenues de ‘y et de e, I’@quation (10.) devient: 


Q 
4 
2 ı\Pı P 


Rassemblant en groupes les termes multiplies par 3 p, et par ?p,, on obtient: 
P 

en designant par Z la fonction: 


Ona 


P = — + 92) 
Cela pos& divisons T’&quation (11.) par et 


P 
mettons pour abreger z ü la place de „,; nous aurons 


12, 42, _ 37.94. 
Je dı 92 OR" 


Introduisons encore les quantitis et divisons par 
3 


9, les valeurs de Z et de OR; nous trouverons: 


ö 


Les valeurs de et de v donnent immediatement 


Substituant ces valeurs de et dans expression trouyde de Z, on 


Je 3 


[4 
aura, en reduisant, 


+pv+2p, +uv)vöv 


(u 
Ces reductions achevees on obtient: 
Crelle's Jonrnal d. M. Bd. XI. Hft. 4. 50 
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20, __ 3pvöv___2pöu 
Fe u—v’—p, 


En mettant les valeurs de et tirdes des Equations (9.) et (13.), dans 
l’expression de S, savoir: 
B. 


on obtiendra le r&sultat suivant: 


14 s — _ (Act B.v)öv 


u—v’—p, 
Je ne m’arröterai pas developper l'integrale de cette differentielle, 


qu’on pourra trouver par les regles connues au moyen de la resolution 
d’une Öquation cubique, qui avait supposde des le commencement, en 
se rappelant, que les quantites Pıs #., P. sont invariables. Quant 
la partie ec, on la trouvera en dev@loppant d’apres les puissances descen- 
dantes de c la partie restante de l’expression de S et prenant pour we 
la somme des puissances positives ou zero de ce deve@loppement, avec 
un signe oppose. Et l’on doit conclure, que chaque terme de ce deve- 
loppement pourra s’integrer s’Cparement, puisque la fonction totale est in- 
tögrable indöpendamment de toute valeur particuliere de la constante c. 


La sommation achevee se rapporte aux integrales de la forme 


Mais si lintegrale proposee etait "0x, la quan- 


tite c n’est donnde que par la resolution de l’equation —=0. Suppo- 
sons Pr —= —x) Sitoutes les racines Cay Cy 
sont inegales, on a: 


1 1 N 
ze 
Designons pour abreger, par la valeur de 5, donnee par l’@quation 


(14.), x et @tant deux fonctions rationnelles et entieres par rapport ä 
c, et faisons 


% 
| 
| 
| 


Au Zu zu 


Kuv 


Mettant en lieu de Zu valeur tirce de l’Cquation (15.), on trouvera; 


La partie a droite @etant rationnelle et symme£trique par rapport aux ra- 
de l’equation Px = 0, il sera possible d’en chasser ces 
racines au moyen des co@fficiens de cette @quation. Mais il parait difh- 
cile, de demcler la forme precise et generale du resultat, ü cause de la 
grande complication du calcul. Des recherches ulterieures r&ussiront peut- 
etre A lever cette difhiculte. 

Berlin, Juillet 1833. 


Errata 


Cah. 10. p. 195. lis. +p=0 au lieu dd y’+-p=1. 
- — p.292. dans les formules plactes en ligne 7. et 8. au lieu de uf pv*. 
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37. 


Sur la forme et le mouvement d’une bulle qui se 
meut A travers un liquide. 


(Par M. Pagani, prof. ord. ı la facult& des sciences de l’Universit& de Liege.) 


Le probleme qui fait l’objet de cet article a &t& trait& par Maupertuis 
dans Fhypothese d’une bulle spherique. Mais lexperiencee d&montre que 
la forme d’une bulle fluide, qui mont a travers un liquide, differe sensi- 
blement de la spherique, et l’on peut facilement se convainere que la sur- 
face rcelle est aplatie dans le sens de la verticale. Il s’agit done de trou- 
ver les equations propres ü exprimer plus fid@lement les circonstances de 
ce phenomene dynamique. 

Au bout d’un temps quelconque Z, supposons que la courbe DED’ 
(Tab. V. Fig. 3.), represente le meridien de la bulle fluide qui monte au 
travers d’un liquide dont la temperature et la densit& sont partout les 


mömes, et donc le niveau sup@rieur est ZB. En prenant la densite du - 


liquide pour unite, d@notons, pour abreger, par 
# le rapport de la circonference au diametre, 
g le coöfficient de la gravite, 
e la densit@ de la bulle, 
z= CL, la distance entre P’horizontale CE, menee au point EZ ou la 
tangente est verticale, et le niveau AD, 
b=CD, b'=CD‘, y=PM, y=PM', 
dz 
dt” 

Nous admettons 1° que la pression normale sur un point quelcon- 
que de la surface engendrde par la revolution de la courbe DME, est 
egale ü celle qui a lieu au point E; 2° que la force avceleratrice qui sol- 
licite un filet quelconque MM‘ est la möme que celle qui sollicite le filet DD’, 

Cela pose, il est aise de voir que la pression normale au point M 
est proportionnelle ä 


s—-DM ev=— 


3v?’da” 


les premiers termes de cette expression provenant de la pression hydro- 
statigue du liquide circonvoissin, et le dernier, de la resistance du milieu, 


| 
| F 
| 
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| | 


37. Pagani, mouvement d’une bulle d’air ü travers un liquide. 385 


supposde proportionnelle au carr& de la vitesse perpendiculaire ä la sur- 


face choquce. Au point D lexpression pr&c@dente se change en 
3v? 


+ 
et au point E Ton a simplement z. I faut donc, d’apres I’bypothese 
admise, que l’on ait „> 
1) 7’ 
et da” 


L’@quation (2.) nous fait voir que la courbe DME est une demi- 
cyeloide dont le cercle gendrateur a pour diametre 5. La valeur de cette 
quantitdG depend ü chaque instant de la vitesse avec laquelle la bulle 
traverse le liquide; la formule (1.) le fera connaitre apres que l’on aura 
calcule la quantite v. 

La force motrice qui anime le cylindre creux produit par la r@vo- 
lution de l’el@ment (y-+y‘)dx, est proportionnelle ä 

la masse de ce corps &tant proportionnelle ä e(y-+-Yy’), on aura la force 
aceeleratrice qui sollicite le flete MM’, en divisant la premiere de ces 
quantites par la seconde, savoir 


(16:7 -1). 


D’un autre cöt&, la force accdleratrice du filet DD’, est evidemment 


b'! 
5 
En dgalant ces deux forces, hypothese), on a, pour determiner 
la courbe D’M’E, l’&quation 
8) 


On aura, en outre, pour definir le mouvement vertical de la bulle, 
dv 


b’ 
Il nous reste ä trouver la valeur de 5’. Pour cela, il suffit d’ob- 
server que la masse de la bulle est une constante connue. En la desi- 


gnant par $rAa, il est aise de voir que l’on aura 
2 A > 


en observant que c=(E=-. 


& 
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Substituons sous le signe f la valeur de y’ donnde par la formule 


(3.), et intögrons. L’ordonnde y dtant celle d’une cyeloide d6finie par 


l’Öquation (2.), on aura d’abord 
partant A 
De cette derniere @quation on deduit sans peine, 


0 —z)b 


et 

b3 


Au moyen de cette valeur l’@quation (4.) devient 


ou lon a fait pour plus de simplicite 
(7.) ü peu pres. 
Si la bulle conseryait une forme spherique; ce qui est I’hypothese 


de Maupertuis; on aurait, au lieu de l’@quation (6.), celle-ci 
1v ‚2 
8. av (— —1) 
En comparant les equations (6.) et (8.), on voit que la rdsistance 
qu’eprouve une bulle fluide dont la densit@ est invariable, croit comme la 
sixicme puissance de la vitesse dans la premiere hypothese, tandis que 


cette resistance est, dans Ubypothese de Maupertuis, en raison du 


carr& de la vitesse. 
Si la bulle est formee par un fluide Elastique, on aura, d’apres la 


loiı de Mariotte, 


en denotant par une longueur donnee; et en substituant cette valeur. 


dans les &quations (6.) et (8.), il viendra 


v® 


ne parait pas que l’on puisse integrer rigoureusement l’@quation 
(9,), mais on pourra, daus une premiere approximation, substituer pour 


x 
E - 
= 
= A— 
4 
| | 
et 
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v, sa valeur d@duite de l’equation (10.), que Ion peut facilement rame- 
ner aux «quadratures en operant de la maniere suivante. 

Multiplions tous les termes de lequation (10.) par asdz, u etant 
un facteur indetermine, et en observant que lon adz=—vdt, nous 
trouverons 


—usvdv—=g — 25 dz. 
Mais on a identiquement 
ce qui permet de separer l’&quation precedente dans les deux &quations 
suivantes: 


hs 


d(uzvV)=2g (: 
En developpant la premiere on obtient successivement 


(> 


d’ou 


e etant la base des logarithmes neperiens, et 


Ag 
En mettant la valeur de x dans la seconde &quation, et en inte- 


grant, on aura 


= Const, + 2, —.) 


On determinera la constante udn en supposant que Ton a 
v =0 lorsque s=h. D’apres cela on trouve enfin 


| 
du dz 
l 
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38. 
Deplacement virtuel d’un systeme de points unis 


invarıablement entre eux. 
(Par M. Pagani, Prof. ord. l’Universit& de Licge.) 


Euler et Lagrange se sont occupes successivement du probleme ou 
il sagit de determiner les variations des coordonnees d’un corps solide, 
correspondantes “a un deplacement arbitraire et infiniment petit du syst&me. 
Il m’a paru que ces deux grands geometres n’ont pas donnd la solution 
la plus simple de cet interessant probleme; et je pense que celle que jiai 
trouvce il y a environ huit ans pourrait fixer un moment l’attention des 
lecteurs de ce journal. 

Rapportons tous les points du corps solide ü deux syst@mes d’axes 
rectangulaires, le premier fixe dans l’espace, et le second fixe dans le 
corps. Soient x, y, x, les coordonnees d’un point quelconque, relatives 
au premier syst@me; &, n, &, celles du m&me point, relatives au second 
systöme. Soient en outre, x’, y’, x’, les coordonndes du point ou se cou- 
pent les axes des &, n, & 

On sait, par la theorie de la transformation des coordonndes, que 
ces quantites sont lices entre elles par les relations suivantes: 
bn+ 


ab Lad" — 0, 
—= 0, 
45" —(. 


Cela pose, il est manifeste qu’un d«“placement quelconque infiniment 
petit du corps solide fera varier toutes les quantits qui entrent dans ces 
equations, ü lexception des coordonndes 7, On aura done, en dif- 
ferentiant les equations precedentes, 


_ 
bir 
Je 
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ada+tu'da' 0, 

böb — 0, 

= 0; 
ade dc +eda’ + —(, 


Or, la position des axes des £, Cl, etant tout fait arbitraire, 
on peut supposer qu’avant le deplacement virtuel du corps, ces axes coin- 
cidaient avec ceux des x, y, z. Il faudra donc faire, dans les six der- 


[4 . 
niıeres equations 
I 1, b= 0, 


“0 el, 
ce qui les reduit a celles-ci: 
Posons pour plus de symme£trie 
de 
oc = — — 
les variations dx’, 02’, ainsi que 0x, resteront indötermindes; 
et Fon aura, pour exprimer les variations des coordonnees d’un point 
queleonque du corps solide, les formules 
= dar’ + 


qui sont les m@mes que celles qw’Euler fit connaitre le premier. 


L’inspection seule de ces formules demontre que le point, qui est 
a Vorigine des coordonnees, se deplace de la quantite 
— +02”); 
et que la droite s’, qui indique la direction de cette franslation, fait aveo 
Crelle's Journal d. M. Bd, XI. Ilft. 4. 51 
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les axes des x, y, s, les angles dont les cosinus sont respectivement 


(e) 
Il est visible, en outre, que tous les points du corps solide dont 
les coordonndes satisfont aux @quations 
yo y 
0, 
==. 0, 
ne peuvent avoir qu'une translation dgale et parallele a ds“. 
Mais ces quations appartiennent ü une droite s, passant par l'ori- 
gine des coordonndes et faisant avec les axes des angles dont les cosinus 
ont pour valeur 


ou Von a fait, pour abr£ger, 
+02). 

On conclut de lü qu'un deplacement quelcongue infiniment petit, 
dun systeme de points lices invariablement entre eux, eguivaut Lou- 
jours a une translation commune a tous les points, et a une rotation 
autour d’un axe passant par Vorigine des coordonnees, 

Nous avons vu plus haut que la translation du syst@me est dgale 
a0s’. Ilsera facile de determiner aussi l’angle infiniment petit qui mesure 
la quantit@ de la rotation, en observant que le point situ@ sur laxe des 
x, ü la distance 1 de lorigine, donne, d’apres les formules («), 

d’ou l’on deduit que le deplacement de ce point, en vertu de la rotation, 
est D’un autre eötd, la distance de ce point ü Taxe de 
+02?) 

s 
obtient en divisant l’are infiniment petit, deerit par um point determine, 
par la distance de ce point ü laxe de rotation) mesure la rotation vir- 
tuelle d’un corps solide. 

En supposant y=0, öz=0, de rotation s coincide avec 


celui des x, et lon ads=ör. Par consequent la variation arbitraire 


rotation s, Ötant ; il est dvident que la quantitd ös (que 


$x exprime une rotation infiniment petite autour de laxe des x. Il est 


- 
| 
ds Ös ös 
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clair aussi que les variations Öy, Ös expriment des rotations virtuelles 


autour des axes des y, et des z. 
Donc, le deplacement virtuel d’un corps solide est le resultat des 


trois translations, respectivement paralleles aux axes des 
x, y, 2, lesquelles se composent en une translation ds’, dans le sens de 


la droite s', et des trois rotations, 0x, autour des memes axes, 
lesqguelles se composent en une rotation ds, autour de la droite s. 


Ayant construit les droites s’, s, au moyen des cosinus donneds 


(a’) et (a); la translation ds’ doit &tre dirigde vers lextr@mite de s’. Quant 


a la rotation, on s’assure facilement, au moyen des formules (2), qu'en 


supposant lorigine au centre de la terre, et l’extremite de la droite s 
dirigde vers le pöle borcal, elle aura lieu dans le sens du mouvement du 
spheroide terrestre, c’est-A-dire d’oecident en orient. De cette maniere 
on determine complctement la quantit@ et la direction d’une rotation aussi 
bien que la quantitd et la direetion d’une translation. Il suffit d’imaginer 
lorigine des coordonnees transportde au centre de la terre; de diriger 
l’axe de rotation vers le pöle boreal et de considerer la rotation comme 
positive ou negative, suivant quelle a lieu d’oceident en orient ou en sens 
contraire. 

L'origine des coordonndes Ctant tout ü fait arbitraire, on concoit 
que le döplacement virtuel d’un corps solide peut resulter d’une transla- 
tion commune ü tous les points du syst@me, et d’une rotation autour d’un 
axe fixe passant par un point queleonque. Les formules (@) donnent les 
variations des coordonnces sous la forme la plus simple; et dans ce cas 
laxe de rotation passe par l’origine. Mais ıl n'est pas diffieile d’exprimer 
les mömes variations de maniere que la rotation virtuelle se Jasse autour 
d’un axe passant par un point different de lorigine des coordonndes, 


En effet, soient &, ß, y les coordonnces d’un point determined du 
systeme. En transportant Foorigine des coordonnces, soient &, n, les 
nouvelles coordonndes - d’un point quelconque, respectivement paralleles 
aux coordonndes primitives x, Y, x. Les formules donnent d’abord 


() 


| 
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ce qui fait connaitre le deplacement virtuel du point (a, ß, y). En sub» 
stituant ensuite dans les m&mes formules, «+ & au lieu de 
x, Y, z; on aura 

dar. 

En examinant les dernieres formules on voit que le mouvement 

virtuel du corps solide se compose d’une translation commune 

= 
egale au d@placement total du point (a, ß,Y), et d’une rotation s autour 
d’un axe parallele ä la droite s, et passant par le point (@,ß,Y). 

Ici se pr@sente naturellement la question de savoir s'il existe un 
ou plusieurs points par rapport auxquels laxe de rotation coincide avec 
la droite qui indique la direction du mouvement de translation. I faut 
pour cela que l’on puisse determiner les coordonndes a, ß, Y, de maniere 
a satisfaire aux trois equations 


da 
„=: 


ou bien ä deux quelconques des @quations suivantes qui s’en deduisent, 

En @gard aux formules (5), on aura au lieu des dernieres &qua- 
tions, celles»ci: 

= 
= (di 

Les valeurs des coordonndes «&, ß, Y, qui satisfont a chacune de 
ces quations, appartiennent ü un plan; mais a cause que les trois dqua- 
tions n’en font que deux distinctes, il est clair que les trois plans doivent 
passer par la möme droite laquelle sera par consdquent le lieu de l’axe 
de rotation cherche. En <liminant ß entre la premiere et la troisitme 
©quation, et « entre la premiere et la seconde, on aura les &quations des 
projections de laxe sur les plans des x, =, et des y, z. es dqua- 
tions sont 


3 
2. 
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a=y— + — , 
407° 40:2) 

0: 


Ainsi, connaissant les variations arbitraires dx, 
qui servent a definir le mouverent virtuel dun corps solide, on pourra 
foujours determiner, au moyen des dernieres Eequations, la position d’une 
droite fixe de sorte que le corps solide, en tournant infiniment peu au- 
tour de cette droite a la maniere d’une vis dans son ecrou, parviendra 
a sa nouvelle position. 

D’apres tout ce qui preccde, rien ne serait plus facile que de trou- 
ver le pas de cette vis fietive, et le sens suivant lequel doit tourner 
son he&lice. 

Nous finirons en faisant remarquer que les formules (5) donnent, 
lorsqu’on y suppose da = 0, dß=0, dy=0, cette &quation de condition 
0 
necessaire pour que le deplacement virtuel d’un corps solide puisse se re- 
duire ü une seule rotation. En admettant que cette dquation soit satis- 

faite, les formules (5) s’accordent avec les pr&cödentes pour donner 


Ö 

Öz 


m f L 
f 
= 
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39. 
Die Ioxodromische Linie und ihr merkwürdiger Zu- 
sammenhang- mit der sphärischen Kettenlinie. 


(Von Herrn Prof. Dr. C. Gudermann in Münster. ) 


1. 


D:. sphärische Kettenlinie wurde in meiner jüngst erschienenen Schrift: 
„Grundrils der analytischen Sphärik,” welche im Nachfolgenden einfach 
durch: „A. Sphär.” eitirt werden wird, deswegen als ein Beispiel gebraucht, 
weil sie so einfache Eigenschaften besitzt, und sowohl die Rectification als 
auch die Quadratur in geschlossenen Ausdrücken zulüfst. Später fand 
sich, dafs diese Curve mit der sogenannten loxodromischen Linie, d.h. 
mit der logarithmischen Spirale auf der Oberfläche der Kugel, auf eine 
bemerkenswerthe Weise zusammenhängt, wovon jetzt gehandelt werden 
wird. Es sei (Taf. V. Fig. 4.) der Punct Q das sphärische Centrum 
(der Pol) des als Abseissenlinie dienenden Hauptkreises /’PJZUR, worauf 
Y der Aufangspunet sein mag; die Curve 4Mv sei die sphärische Ketten- 
linie, 4 sei ihr Scheitel und Q47 also der durch ihn gehende Meridian ; 
der Parameter si 7A =a. Ist dann QMP ein durch einen anderen Punct 
M der Kettenlinie gehender Meridian, so sind /P=x die Abscisse und 


PM = x die zugehörige senkrechte Applicate des Punctes M, und die 


Gleichung der KRettenlinie ist dann: 
tangs tang (x cote). 
Setzt man zur Vereinfachung (wie in A. Sphär. $. 44.) tange =a, also 


cose und sine = so ist die Gleichung: 


1 
V( I-+-«*) 
tangz 


Zum besseren Verständnisse des Nachfolgenden erwähnen wir hier einer 
Eigenschaft der Kettenlinie, deren Beweis sich in A. Sphär. $. 45. findet. 
Legt man nemlich durch den Punct M derselben die Berührungslinie SM, 
und wird von 7 darauf ein Loth PS gefällt, so ist dieses Loth, wie bei 
der ebenen Kettenlinie, immer von gleicher Länge, nemlich dem Para- 
meter 74 gleich; ferner ist das Stück MS der Tangente immer dem 


= 
3 
| 
3 
\ 
| 
4 
> 
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zugehörigen Bogen MA der Kettenlinie gleich. Man kann sich also die 
Tangente SM als vom Bogen 4M abgewickelt vorstellen, wobei also an- 
fünglich P auf 7 und 5 auf 4 befindlich gedacht werden mulfs. 


2. 

\enn man nun vom Pole () aus einen Meridian OR so zieht, dafs er 
auf dem Meridiane des Punctes #7 (auf OP) senkrecht steht, und also PR 
ein Quadraut ist, so wird die Tangente 54H von OR in einem Pıumcete NV 
geschnitten, dessen Abseisse /R=x=x-+4 90° ist, und dessen senk- 
rechte Applicate AV = u gesucht werden soll. Ist ein Quadrant, 
so kann auch 7/7” zum Anfangspuncte genommen werden, und die Abseisse 
ist dann von der Art, x’ = 90’ = 90°’-4-t und also 
t=x ist. Die Gleichung der Tangente SPZV ist (A. Sphär. $. 24.): 

sin(e— x) 


tangp tangs.cos(x — — —., 


und weil in Bezug auf den Punct die Applieate und = W’+t 
x ist, so hat man cos(c— x) und —1; also ist 
Oz 1 


0x cosz? 


tangu = 


Oz cosz.V (sinz?® —sina®) . 
Weil weiter —— = an - ist (A. Sphär. $.%5.), so hat man 


V (sinz®—sina? 
oder einfacher cos u = 
sın 0, c0SZ 


tanga 


tangu = . Weil aber der 


Gleichung der Kettenlinie gemäls tangz = tang« (os — Ist, und auch 


x—=t, so hat man die einfache Gleichung: 


Cos u .Cos— 


Auf diesen Zusammenhang zwischen den beiden Xrcus v und —— passen aber 


die in meiner Theorie der Potenzial- oder eyklisch- byperbolischen Func- 
tionen (im Vlten Bande, 2ten Helte S. 165 dieses Journals) aufgestellten 
Fundamentalformeln, welchen gemäls ist: 


u=1—, oder umgekehrt 
3. 
Die so eben erhaltenen Gleichungen gehören einer zweiten Gurve 
an, welche der Ort des Punctes / ist, und welche durch den neuen An- 


fangspunet 77 geht; denn der Punct hängt vermöge des an recht- 
winkligen Dreiecks 70. mit dem Puncte M, der sich in der Kettenlinie 


& 
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bewegt, zusammen, und ändert gleichzeitig mit ihm seine Lage. Zu An- 
fange, als sich noch 5 in 4 befand, lag P auf Y, und N (also auch R) 


lag auf /7. Dasselbe zeigt die Gleichung u = 1— ; denn ihr gemäls ist 


für £=0 auch u=0. Aber aus dieser Gleichung lassen sich alle übrigen 
Eigenschaften der neuen Curve herleiten, und wir werden bald sehen, 
dals sie die in der Nautik sogenannte loxodromische Linie ist. Die Glei- 


chung u=/ - setzt-uns zunächst in den Stand, zu jeder Abscisse /R=!t 


die zugehörige senkrechte Applicate RV= u auf eine einfache Weise, 
mittelst der von dem Verlasser berechneten Tabellen der Längezahlen, 
welche der Theorie der Potenzial- Functionen beigefügt sind, zu finden. 
Setzt man —t für ?, so geht v über in —u, und es gehören also zu 
gleich grolsen und entgegengesetzten Abscissen auch gleich grofse und ent- 
gegengesetzte Applicaten; wenn Z wächst, nimmt auch z immer zu; aber 
das Wachsen von u ist ein immer mehr und mehr verzögertes: immer 
ist z kleiner als ein Quadrant; denn nur wenn Z unendlich grofs ist, und 
der Punct R also unzählige Umläufe auf der Abscissenlinie J/RYJF/ zu« 
rückgelegt hat, hat u die Grölse eines Quadranten des Meridianes. Daher 
lest sich denn die loxodromische Linie, eben so wie die sphärische Ket- 
tenlinie selbst, in zahllosen Gewinden, welche dem Pole ( immer näher 
konimen, um die Kugel; nur findet dabei der Unterschied Statt, dafs sich 
die Kettenlinie ganz auf der einen Halbkugel befindet, während die loxo- 
dromische Linie beide Halbkugeln gleichmälsig umschlingt, und den Aequa- 
tor in // schneidet, wobei sie gerade von der einen Halbkugel zu der 
andern übergeht. Die sich zunächst auf einander folgenden Gewinde kom- 
men sich ferner immer näher, je weiter sie von dem Aequator J/RFW 
entfernt, oder seinen beiden Polen näher sind; diese Pole selbst aber er- 
reichen sie nicht, sie sind gleichsam die Asymptoten der loxodromischen 
Linie. Wenn der Parameter «= W', also «= ist, so verwandelt sich 
diese loxodromische Linie in den Aequator selbst. 


4, 


Legt man durch den Punct N der loxodromischen Linie eine Tan- 
gente U an die Curve, und wird der Winkel ANY mit A bezeichnet, so 


ist (nach A. Sphär. $. 24.) tangA = 7. cosu. Differenziüirt man aber die 


8. 
f 
} 
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Gleichung soist dt= 
cos u 


und also tangA = «= tanga, wor- 


aus folgt: 


d. h. die loxodromische Linie schneidet alle von Q aus gezogenen Meridiane 
unter einem constanten Winkel A, und hierin besteht die lüngst bekannte 
Fundamental- Eigenschaft dieser Curve. Dals sie aber vermöge des um 
Q drehbaren rechten Winkels MON mit der sphärischen Kettenlinie zu- 
sammenhängt, und dafs jener constante Winkel A gerade den Parameter «a 


zum Maalse hat, scheint nicht bekannt gewesen zu sein. 
eu ot 


osu tang4 


Wenn man umgekehrt die Gleichung - integrirf, so er- 


hält man Lu = _+C ,„ worin C eine Constante bedeutet, und also um- 
t ’ 

„= +0). 

Ist nun 9%’, also «=; so hat man d.h. die loxodromische 


Linie ist in diesem Fall überhaupt ein Parallelkreis, welcher den Punet ( 
zu seinem Pole hat. 


gekehrt: 


Die Subtangente UR findet sich nach der Formel tang ÜR = tangA . sin u, 
und es ist also: 


. 
tang /R = o.sinu = —, 


wenn die Constante U gesetzt wird. 


Überaus einfach ist die Rectification der loxodromischen Linie. 
Wird nemlich der Bogen /N = s sesetzt, so ist (nach A. Sphär. $. 24.) 
öu=0s,.cosA, und hieraus folgt auf der Stelle 


= . 
Ss u oder 


Werden also die Bogen v und s zu geraden Linien ausgestreckt, und 
wird ein rechtwinkliges ebenes Dreieck construirt, dessen eine Kathete 
die gerade Linie = ist, und mit der Hypothenuse den Winkel A= a 
einschliefst, so hat die Hypothenuse die gesuchte Länge =». 


Daher ist die Länge der ganzen loxodromischen Linie vom Pole Q 


bis zu seinem Gegenpole = — wenn der Radius der Kugel als Kinheit 


dient, und unter = die Ludolphische Zahl verstanden wird. 
Crelle’s Journal d. M. Bd.XI. Hit. 4. 52 
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Wenn man die Fläche Z/’NR mit f bezeichnet, so ist df—= sinu..öt 
(A. Sphär. $.38.), und es ist also im vorliegenden Falle f= u. ftaugu.öu, 


oder auch f = «log ——, Will man f durch £ ausdrücken , so ist 


f= «log Cos— . In diesen Formeln, welche noch mit dem Quadrate des 


Kugelradius zu multiplieiren sind, sind die geforderten Logarithmen na- 
türliche. Auch mufs man nicht unbeachtet lassen, dafs, wenn >?” an- 


genommen wird, die durch die aufgestellten Formeln bestimmten Flichen- 
grölsen zum Theil übereinander liegen. 


6. 
Die (in A. Sphär. $. 34. aufgestellten) allgemeinen Formeln geben 
zur Bestimmung des Krümmungs-Halbmessers für den Punct /V, der mit 


e bezeichnet sein mag, den einfachen Ausdruck: 
1 


sin A.tang u” 


tangop 


Wenn man nun aber auf der Tangente UN die Normale Nr errichtet, 
und auf diese das Loth Rr fällt, so ist tang Vr =tangu.sinA, und also 
tange = cot/Vr, oder auch: 
e = W—Nr. 
Man findet aber leicht, dafs der Punct M selbst der Mittelpunct des Krüm- 
mungskreises ist, und dafs also Mr = 90’ oder auch 
e= MN 


ist. 


Daher ist denn endlich die Kettenlinie MMv die Evo- 
lute der loxodromischen Linie //Nw, und es ist also der Zusam- 
menhang zwischen den beiden Curven auf zwei verschiedene Wei- 
sen ausgedrückt worden. 

Zu demselben Resultate führt die Anwendung der in der A. Sphär. 
aufisestellten allgemeinen, auf die Ermittelung der Evoluten gerichteten 
Formeln. 


| 
| 
» 
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40. 


Beweis des Lehrsatzes des Herrn Steiner (im 2ten 
Bande S.192. No. 34. dieses Journals. ) 


(Von Herrn Th. Clausen zu München.) 


Il.» LK liegen in dem Umfange eines Kegelschnittes, dessen halber Para- 
meter p, Excentricität e ist, die Mittelpuncte einer beliebigen Anzahl Kugeln 
8, 8, 8” ete., die alle eine aus dem Brennpuncte des Kegelschnittes 
mit dem Halbmesser e beschriebene Kugel G berühren; ob, und wenn 
es möglich ist, dafs eine andere Kugel 6° alle jene Kugeln berührt: die 
Coordinaten des Mittelpunctes dieser Kugel zu finden.” 

Zieht man von dem Brennpuncte des Kegelschnittes eine Grade 
r, die mit der Absidenlinie den Winkel ® bildet, bis zum Umfange des 


Kegelschnittes, so ist 
p D 
1--ecosg? 
Der Halbmesser der Kugel, deren Mittelpunet der Durchschnittspunet jener 
Graden mit dem Kegelschnitte ist, und die die Kugel & berührt, ist also: 


pP 
1-+-cosp 
und die CGoordinaten des Mittelpuncts, auf die Absidenlinie bezogen: 
1-+ecosp’ 1-ecosp' 
Es sein die Halbmesser der Kugel G‘, A um die Coordinaten des Mittelpuncts 
so hat man, wenn diese beiden letztern Kugeln sich berühren, die Gleichung: 


er 
(a +(ae—p)cosp)’+ (b+becosp —psinP)’ c*(1+ecos®)' 
= 


+2 +e)e—ap— cose 
— 
+ la 


oder endlich: 


| 

| 

| 
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Diese Gleichung mufs nun, wenn die Kugel G’ alle jene Kugeln g, 2’ etc. 
berühren soll, für jeden Werth von ® gelten. Es müssen also das von 
® unabhängige Glied und die Coefficienten von sin®, cos®, sin® cos®, 
und cos’, jedes für sich, verschwinden. Die zwei Coefücienten geben so- 
gleich blos eine einzige Gleichung 
> ==.0; 
das von ® unabhängige Glied giebt 
und der Coeffhicient von cos®, nach Substitution dieses Werthes: 
a 


R— 
wodurch zugleich der Coefficient von cos®? verschwindet. Es ist also 
möglich, dals die Kugel G’ alle jene Kugeln g, g’, g” etc. berührt; 
und der Mittelpunct derselben liegt, da 4 = 0 ist, in einer auf der Ebene 
des Kegelschnitts senkrechten Ebene, in der zugleich die Absidenlinie des 
Kegelschnitts liegt. 

Substituirt man den Werth von Ä—e in das von ® unabhängige 
Glied, so erhält man die Gleichung der Curve, in der die Mittelpuncte 


aller liegen, 
(1—e)a’—z £ a+e=0, 

welches die Gleichung eines zweiten Kegelschnitts ist, dessen Scheitel im 
Brennpuncte des ersten liegt, und deren Absidenlinien zusammen fallen. 
Denn es seien, die halben Parameter und die Excentricität dieses Kegel- 
schnittes >’, e’: so ist die Gleichung, auf die Absidenlinie und den Schei- 


Es ist also 


Beide stehen also in reciproker Verbindung, da eben so 


4 p‘ 


Die Kugel in der Reihe g, g‘, g” etc., die der Kugel G vom Halbmesser 
> entspricht, ist die, deren Mittelpunct in der Absidenlinie liegt, dessen 
Halbmesser — we —.e=e'. Es findet also eben so in Beziehung auf die 
Halbmesser dieser beiden Kugeln Reciprocität Statt, da 


= 

EN 
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2. Legt man die Kugeln g, g’, g’ etc. so, dals jede die vorher- 
gehende berührt, bis zur 2-F- Iten, die mit der ersten zusammenfällt, nach- 
dem der Umkreis zumal durchlaufen ist: so hat man (siehe 6. Band 


p. 89. d. Journ.): 
n P P 
Legt man eben so eine Reihe in dem zweiten Kegelschnitte, wo n’ und u‘ 
dieselbe Bedeutung haben, so ist eben so: 
Yun 
( — cos( ) . 
Es ist also 


Jun PET, 
Y 
—=(tm 


wo n eine ganze Zahl bedeutet. Da die eine der Zahlen — zunimmt, 


wenn die andere abnimmt, und umgekehrt, so gilt das untere Zeichen; 
folglich ist: 


u u 

— +3 
m 


Um die Zahl 2 zu bestimmen, si e=1,ge =. folglich (p. 90. 


a. a. O.): 


cos 


2u 
)=0; also m}; oder 3; oder etc. 


7 ist in diesem Fall aber gröfser als 2, wie leicht zu zeigen ist, also 


u 


kann nur = =; Statt finden, und also endlich: 


Demnach sind auch beide Reihen zu gleicher Zeit commensurabel. 
Im März 1832. 
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41. 
Beitrag zur T heorie der krummen Linien dritter 


Ordnunse. 


(Von Herrn Th. Clausen zu München.) 


}, Die zweite Classe in der von Euler (Einl. in die Analysis d. Un- 
endlichen 2. Band 9. Cap. $. 225.) gegebenen Eintheilung der krummen 
Linien dritter Ordnung enthält den Fall, wenn die drei einfachen Factoren 
des höchsten Gliedes in der allgemeinen Gleichung der Curve reel und 
ungleich sind. Für diesen Fall läfst sich also die Gleichung folgender- 
malsen darstellen: 


rare 
Es seien die Gleichungen für die drei Asymptoten ar +-Px+ Y 
so ist für einen unendlich entfernten 


Punect auf dem zur ersten Asymptote gehörigen Schenkel, ar +Py=—y, 
und für die andern Factoren z==br, y=—.aur, wor=x ist. Diese 


Werthe in die Gleichung substituirt, geben 


folglich wird: 
ad — 20 Pa" 


Da angenommenermalsen keine zwei der drei Grölsen sich 


gleich sind, so sind diese Werthe alle endlich. Multiplieirt man die drei 
Asymptoten- Gleichungen, die ich der Kürze halber mt LZ=0, L’=0, 
L‘=0 bezeichne, so erhält man: 
L.L.L" = (ax 
+dc+tey+f. 
Die Gleichung für die Curve läfst sich also auch so darstellen: 
KA=0= 


& 
| 
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Es sind bier erstlich zwei Fälle möglich: wenn d—d’—=0 und e—e’ = 0): 
und wenn diese beiden Gleichungen nicht Statt finden. 

Im ersten Falle kann f—f’ nicht =0 sein, da sonst die Gleichung 
blos ein System dreier Graden enthielte. Es sei also f—f’ =‘, dann ist 
L.L.E" 

Der Werth von Z ist für jeden beliebigen Punct der Ebene dem von die- 
sem Puncte auf die Asymptote in eine Constante multiplieirten Lothe gleich. 
Für alle Puncte auf dem Umfange der Curve ist daher, da in allen die- 
sen Puncten X =0: 

Das Produet der von einem Puncte der Curve auf die 
drei Asymptoten gefällten Senkrechten einer constanten 
Grölse gleich. 

Die Curve schneidet keine der Asymptoten. Denn Ja 
in dem Durchschnittspunete A=0 und L= 0 wäre, so hätte man O=«'— 
einer Constante, die nicht = 0 werden kann. 


Für einen unendlich entfernten Punct auf dem ersten Zweige der 
Hyperbel ist, wenn man die Entfernung vom Aufangspuncte der Coordi- 
naten £ setzt, L’= mtcosu”, sehr nahe, wo a’ und 
die Winkel, die die Asymptoten mit der ersten bilden, bedeuten; man hat also: 


L 
mn cos ww‘ cos tt? 


welches mit der fünften Art von Euler $. 227. übereinstimmt. 


Im zweiten Falle sei 
L". 
K= LL'L"+L"= 0. 
Die Grade L‘” kann mit keiner der drei Asymptoten zusammenfallen, 


da sonst die Gleichung das System einer Graden und einer Gleichung vom 
zweiten Grade enthielte. 


Es ist also: 


Die Grade L‘' schneidet im Allgemeinen die drei Asymptoten, und 
es erhellet sogleich, dafs in den Durchschnittspuncten auch Ä= 0, oder dafs 
die Curve die drei Asymptoten auf den Graden L’' 
schneidet, 
welchen Satz Poncelet im 2ten Hefte dieses Bandes angeführt hat. 


Das Product der von einem Puncte der Curve auf die 
drei Asymptoten gefüllten Senkrechten durch die auf die 


& 
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durch die Durehschnittspuncte der Asymptoten mit derCurrve 
gelegte Grade dividirt, ist einer constanten Grölse gleich. 
Ist die Grade Z‘“ keiner der Na RAR parallel: dann sind die 


drei Zweige von der Form L= in HE welches mit der Eulerschen 


dritten Art übereintrifft. Ist Z“’‘ mit einer der Asymptoten Z parallel 
=eL--z, so wird die Asymptote Z nicht von L’’ und also auch 
nicht von der Curve geschnitten. Der erste Zweig ist in unendlicher Ent- 
A 
In’ 
ten Eulerschen Art übereinkommt. 
Man kann also die drei Eulerschen Arten der Curven der dritten 

Ordnung mit drei divergirenden Asymptoten auch so ordnen: 

die dritte Art schneidet alle ihre drei Asymptoten, 

die vierte Art schneidet zwei ihrer Asymptoten, 

die fünfte Art schneidet keine ihrer Asymptoten, 


Ä . 
fernung L = die beiden andern sind Z’=-,, welches mit der vier- 


2. Es seien zwei der Asymptoten parallel: dann ist die Gleichung 
von der Form: 

und die Gleichung für die drei Asymptoten ar +ßPy+g; uc+tby+g; 
(wWac-+ß’y--Y‘) auf den ersten beiden Zweigen ist in unendlicher Ent- 
fernung +ßy=—g oder —g; y=—ur, r=w, also: 

woraus die beiden Werthe g und Yyı folgen. Es ist daher 


—d 
yryı= Yı = 3 


demnach, wenn man die Gleichungen dieser beiden Asymptoten L= 
L-+x=0 setzt, 
ba 
Für die dritte Asymptote ist y=—u’r; 
also 

Es sei die Gleichung für die dritte Asymptote L’=0: dann ist 

aß —be')(a b —d / 


) 
. 
a 
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Ist F nicht = 0, so hat man 
wo x’ nicht = 0) oder =x sein kann; in diesem Falle durchschneidet 
die Curve die dritte Asymptote zugleich mit der Graden O—= L+' 


und 


und wenn man 


das Product der von einem Puncte der Curve auf die 
drei Asymptoten gefüllten Senkrechten, durch die auf die 
Grade, welche mit den beiden Asymptoten parallel durch 
den Durchschnittspunet der Curve und dritten Asymptote 
gezogen wird, gefällte Senkrechte dividirt, ist coustant. 
It F=0, so hat man 
K=0= 
In diesem Falle werden keine der Asymptoten von der Gurve geschnit- 
ten, und derselbe Satz, der für die Eulersche fünfte Art gilt, ist hier 
auch gültig; dals nemlich 
die Perpendikel auf die drei Asymptoten ein constantes 
Produet geben. 
Diese letztere Art ist mit der eilften Eulerschen, wie die kurz vor- 
hergehende mit der zehnten, identisch. 
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Errata 
pour le No. 7. de la Note de Mr. Liouville sur la determixation des 
integrales de valenr algebrique, inseree dans le Tome X. de ce journal, 
| cahier. 


Au lieu de ces mots qui commencent le No.7.: A la seule inspeciion de l’ega- 
lite, 2 faut lire: En excluant le cas particulier oü le degr& du polyaome T est un 
multiple exact de #, tel que oz, et a la seule inspection de l’egalite. 

Quelques lignes plus loin, dans ce möme No. 7., apres les mots: les deux ter- 
mes de ces scries doivent &ire les mömes de part et d’auire, ajouter ce qui suit: Le 
raisonnement et la conclusion qu’on en tire pourraient se trouver en defaut, si le 
degr& de T £tait un nombre de la forme au, et si en m&me temps celui de 9 avait 
o pour valeur; par ou l’on comprend que le degr@ du polynome OÖ ne peut ötre que 
l’un des deux nombres a—1 ou 0 dont il suffit evidemment d’essayer le plus consi- 
derable, et dont le second ne peut &tre adopte qu’autant qu’il est entier. La marche 
du calcul &tant la m&me, quelque soil le degr& de 9, nous le supposerons partout egal 
an1 dans ce No. et dans le No. $, 
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Druckfehler 


„Theorie der Kettenbrüche 
und ihre Anwendung.” 


Im zehnten Bande. 
Seite 2 Z. 10 v. u, statt 11 lies 1.1 
— 4 — ?2v u si. a”], an 
— T7T— St am, @ 
— 9 3v.u. st. oder da l. oder, da 
m+2 
—  — Anmerk. ]. überall 2r st. 27 
— 1 Z. 9v. ost (L)]. ($.3.) 
— 
23 v. 0. St. a;,Qam 1. al, Am 
— 14 — 3v st 
— — — 12v 0. 8t. I 
— 15 — 6v.u St. a,am+ı 1. a, am+n 
— 16 — 1v.o.8t by: 1. bir: 
— —- 19 ...2587 
— 18 — 10 v. o. st. also F(a, so 1, also Fir, gröfser als —; so 
— 19 — 10 v. o. st. >F(a,am) 1. <F(a, an) 
— 10 v. 0. St. a,am I. F(a, an) 
— 30 vo. st. „2 2 
— 20 — 3v u. st. gerade oder ungerade 1. ungerade oder gerade 
— 156 — 15 v. o. st. 1. +1 
— 159 — 4v.o. st. Z,1. 2, 
— 160 6 v. 0. St, Am+ı, A4im—ı l. Azın$ı Aim-ı 
— 161 — 8Sv.o. st, Arm+ı.+ l, Arm+ı 
— — 12 v 0. St. 1. 
— 14v o.st. (7) 1. (8) 
— 29 v. 0. st, .Am+2, a, l, a, 
— 164 — 16 v. 0. 1. 
F(a,, l. F(a, an) 
— 243 — 12 v. o. müssen dieWorte: welcherBruch....ist, gestrichen werden, 
— — 13 v o. st. 1. A142,” 
244 — 7v08l. n) ı. — 'mJ4-In)-- 
— 19 v0 8,7. 


— 


st. 


n—m |]. r—m 


n m 


1 
_ 
-— — —20vo. 
4 
der 


186 


- 295 
— 298 


— 305 
— 317 
— 322 
— 323 
328 
— 331 


— 345 
— 348 


Zwei $. 
S. 199 


st. ....) 1. Fla, +x:u, ....) 


st, 
amt 0, ang, 
st m—ı 


st. Arbeit I. Entwickelung 


. st. 1, 
st. Ztang’.t 1. 

st. (a,b,c,&) p(a,b,c, x) 

2,2 1.2 


bm Am 
Im elften Band e. 
— 6 u. st. die Wurzeln l. zwei Wurzelu 
— 22 st. l. 1 
— 27 v. 0 st. 
) 
n+1 n+ı 
— 4v.o0. st. ? / pP 


letzte Zeile I. Bd. 9. S. 305. 

7. 6 v. o. st. so findet man aus ((C) I. .... aus (C,) 

— 12 v. u. st. ar, a" 

— 1lv. u. st. @«,--e, 1. 

— 1uwZ.2v. u undS.170Z.1v.o.st. 1. 
— 3u%4#v. o. sind die Puncte am Ende der Zeilen zu streichen. 
— 7 v. 0. st. b, (a,am— Qm- ı) b°.a, am-ı 1. bla,am —a, Am-ı) —b*. a, am; 


13 v. u. st. —y l. 
6 v. u. ist das etc. zu streichen. 
4 v. o. st. die gröfste Zahl 1. die gröfste ganze Zahl 
2n(n—i) (n —?2)x’ 
— +3—2—3 ee 1. etc. 
$. sind aus Versehen Bas mit 116 bezeichnet. 
sind die Worte: oder 7 >4-—4 bis mithin zu streichen, statt desseu 
lese man: nun ist II" 2 D; wäre daber D=2a oder =2a—1, 
mülste in jedem Falle jede der Grölsen I und I, grölser als a—2 sein, da 
keine derselben grölser als a sein kann: ist aber D<2a—1, und setzt man 
A=a’-+m, so ist 
‚=a’+-m—4a+?r+2, 
=a?—4a-4, 


mithin in jedem Falle 


1, >a—]. 


408 4 
“ 4 
5.245 Z. 5 v. u. 
() () 
147 — jiv u | 
— 249 — 
1 
—2%2 — 11lv.o 
6 V, u 
— %3 — 14v.o 
306 
154 
278 
— 250 
| 
. 
- 
| 
| | 


v 


| 
> / 
/ 
» 
72 
Y 
7 
N 
€ 
; 
| | 
7 A 
2 
2 


volle f Thurn: der: Band. N. 


. 
| 
/ 
+ 7} 
| / 
| | 
| | 
| 
} 
[74 | 
| 
B 
% 
d 
DB. 
d 
| 
| 
B/ 


| | | 


7% 
N 
er 3 
‚3 
( 
7,4 
( 
21 
4 
7 
v 
> 
| Y 
7, 
/ 
/ 
4, 
2 
/ 
HM 
4 er 
“ 


Ordle Journ: d. Math: BäXI. HfRRZ. 


\ Kr 
2 
/’ 
A 
\ 
\ 
N, 
N 
ar 
| 
P 
pP’ 
N 
H 
\ / 
AN 
\ 
| \ 


A 
7 / 
| 
IL 
A NA 
= > 
t 
| 
4 
[77 \ 
| 
/ 
/ 
It 
\ 


(1 
( 
N 
| 4 
\ 
7» 
43 
// A 
/H 
| 
| 
p 


Journ: Malh: Pd: Xi 


H 


Y / 


/3 
/) 
(X \ 
— 
» 
KA 
\ 
| 
AN | A 
= 
| 
/ 
X 
= + 
; 
/ 
| 
/ | 7 


| 


Y 


(N 
Rt 
“ \ 
i® 


| 
. 
» 
\ 
| 
w 
/? 
m 
/ A 
X 


B, 
| 
| 
/ 
| 7 
| | 
/) | 
\ 7, 
| 


Taf: IV. 


/ 
| 
| 
| 
| = 
| /N \ 
| \ 
| | | 


Crelb Journ:d.:Malh: Rd 


Z 


| 
/ 
| 
| 
} 
| N 
j! | 
# 
/ 
f 
/ 
2 / 
* / 
£ 
\ 
7 
/ 
/ 
= N 4 
| i 
d 
73 
| / 
/ 
\ 
\ 
| \ 
\ 
| 


\ Ä 
\ / > \ 
« 
\ 
n 
N 
\ y 
\ 
/ \ 


\ 
/ 


/ 


\ 

\ 

\ 


\ 
\ 
\ 
4 
/ 
» 


